
 

 

 پیشگفتار

 ه یعلوم پا  یافتخار است که در سال مقارن با سال جهان  یبس  هیجستن از خداوند متعال، ما  یاریبا  
و  زدیدر دانشگاه  یسازنهیکنترل و به یمل  ناریسم  ن یپنجمدر  زی محترم و پژوهشگران عز دیاسات زبانیم

  ی فردوس   یهادانشگاه   رد   ناری سم  یچهار دوره موفق قبل  یبرگزار. به دنبال  میهست  زدی  یجهان  یخیشهر تار
بهمن ماه    ناری سم  نی مازندران، پنجم  یو علم و فناور  یسبزوار   میشاهرود، حک  یمشهد، صنعت    1401در 
 .گرددی برگزار م یصورت مجازبه زدیدر دانشگاه 

روزمره بشر، ضرورت   یدر زندگ ها  آن   یدیو نقش کل  یسازنه یکنترل و به  نهیگسترده در زم   یهاشرفت یپ
 .کندی م جاب یرا ا  یناریسم  نیچن  یبرگزار

پشت   ناری سم  نیا  در ر  یبان یاز  نما  رانیا  یاض ی انجمن  پا  یگرهاه یو  همچون  جهان   یاستناد  گاهیمعتبر 
برگزمیبرخوردار (ISC) اسلام مقالات  داور  ناریسم   دهی .  از  علم   یکیدر    یل یتکم  یپس  مجله  سه    -یاز 

 .دیبه چاپ خواهند رس یپژوهش

م   انی پا  در لازم  خود  عزی بر  تمام  از  که  ا  یزان ی دانم  در  تلاش   نیکه  با  باعث    یها مدت  خود  مجدانه 
 و تشکر خود را ابراز دارم.  ریتقد مانهی در حد مطلوب شدند، صم یناریسم  یبرگزار
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  ناریسم اهداف  مهمترین

 کشور  درسازی کنترل و بهینه  دیدگاه  گسترش •
 دانش  مرزهای پیشبرد •
 سازی در زمینه کنترل و بهینه دانشگاهی  داشتن جامعهروز نگهبه •
ارا • جهت  محلی  اعضای    ئهایجاد  و  دانشجویان  پژوهشگران،  جدید  علمی   هیات تحقیقات 

 ها دانشگاه 
  کنندگانشرکت  سایر و اجرایی کارشناسان دانشگاهیان، پژوهشگران، های مشترک بینزمینه  ایجاد •
 کشور سازی کنترل و بهینه  مراکزو کارافرینی  علمی  هایفعالیت  با آشنایی •
 سازیشناسایی پژوهشگران جوان و عضویت انها در انجمن کنترل و بهینه  •
 و کشورسازی  کنترل و بهینه  آموزشی  و اجرایی مسائل و  مشکلات  پیرامون  نظر و تبادل  بحث •

 ها آن  حل  برای راهکارهایی هئارا
 سازی کنترل و بهینه با رابطه در دبیران اطلاعات  داشتن نگه هنگام به •
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 دانشگاه فردوسی مشهد سهراب عفتی . دکتر ۵
 دانشگاه یزد پژوهشیمعاون  محمدعلی ایرانمنش . دکتر۶
 پیام نور دانشگاه  عقیله حیدری . دکتر ۷
 دانشگاه گیلان  دکتر محمد کیانپور                 . ۸
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An extended Euler-Lagrange equations for discrete time-delay optimal
control problem with time-varying

Seyed Mostafa Abdolkhaleghzadeh∗ 1, Sohrab Effati2
1Seyed mostafa abdolkhaleghzadeh.

2Sohrab effati.

Abstract: This article deals with discrete optimal control problems (DOCPs) governed
by time-varying systems with time-varying delays in the state variables. here, the
Euler-Lagrange formulation is used as a productive technique to solve DOCPs with
time-varying delays. the numerical simulation results show that the proposed method
can functionally and reliably solve DOCPs with time-varying delays.
Keywords: Pontryagin’s maximum principle, Discrete–time optimal control problem,
Riccati problem, Euler-Lagrange equations.

1 Introduction

It is well known that the discrete calculus is an important tool for describing natural
phenomena, which is expanded from classic calculus Carpinteri et. al (2014). By
employing discrete calculus in optimal control problems, also well-known as discrete
optimal control problems (DOCP), one can uniquely discover how to model natural
phenomena. Discrete differential equations govern the dynamics of a dynamical system
in a (DOCP), one of the latest exciting mathematical challenges.
The fundamental difference between continuous and discrete time systems lies in the
need to convert analogue signals into digital numbers and the time it takes for a com-
puter system to calculate and apply the corrective action and apply it to the output.
for the application of discrete time systems.Effati et. al (2018)
This paper presents a novel approach to solving DOCPTVD (DOCP with time varying
delays). A general formalism of the structure for DOCPTVD is as follows:

J(u(·)) = S(x(kf ), kf ) +

kf−1∑
k=k0

F (x(k), u(k), k), (1)

subject to dynamic system with time–varying delay
x(k + 1) = G(x(k), x(k − τ(k)), u(k), k), k0 ≤ k ≤ kf , (2)

∗Speaker: mostafa.khaleghzade@gmail.com



Optimal control time-varying discrete time-delay systems 2

with initial conditions:

x(k) = ϕ(k), k0 − τ(k0) ≤ k ≤ k0, (3)

where x(·) is vector of the state variable, u(·) is vector of the control variable, k rep-
resents the time, F and G are two arbitrary functionals, k0 and kf are fixed, ϕ(k) is
specific functions, τ(k) ≥ 0 is delay function for state variable.
The DOCPTVD is involved when the governing dynamic system of DOCP depends
on prior information at the given time. Roughly speaking, interesting delays are cre-
ated when realistic distributed assumptions are substituted for traditional point-wise
assumptions.Rakhshan and Effati (2020)
In addition, in an arbitrary problem satisfying (1)–(3), governing dynamic system is a
Delay System (DS). Therefore, DSs are defined when the derivatives depend on previ-
ous information at the given time.

2 Euler–Lagrange equations of DOCPTVD

There are several kinds of variational problems in calculus. We can refer to some useful
books such as to learn more about some definitions and theorems of variational.Lewis
and Vrabie (2012)
Definition 2.1. Let x(k) and x(k + 1) take on variations δx(k) and δx(k + 1) from
their optimal values x̄(k) and x̄(k + 1), respectively, such that

J̄ = J(x̄(ko), ko) = S(x(kf ), kf ) +

kf−1∑
k0

F (x̄(k), x̄(k + 1), k)

J = J(x(ko), ko) = S(x(kf ) + ∂x(kf ), kf ) +

kf−1∑
k0

F (x̄(k) + δx(k), x̄(k + 1) + δx(k + 1), k).

Definition 2.2. The first variation δJ is the first order approximation of the increment
∆J = J − J̄ . Thus, using the Taylor series expansion we have

δJ =
∂S(x(kf ), kf )

∂x(kf )
δx(kf ) +

kf−1∑
k0

∂F (x̄(k), x̄(k + 1), k)

∂x̄(k)
δx(k) +

∂F (x̄(k), x̄(k + 1), k)

∂x̄(k + 1)
δx(k + 1)

(4)

Theorem 2.3. For x(k) to be a candidate for an optimum, the first variation of J
must be zero on x(k), i.e., δJ(x(k), δx(k)) = 0 for all admissible values of δx(k). This
is a necessary condition. As a sufficient condition for minimum, the second variation
δ2J > 0, and for maximum δ2J < 0.
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Lemma 2.4. If for every function g(k) which is discrete
kf∑
k0

g(k)δx(k) = 0 (5)

where the function δx(k) is discrete in the interval [k0, kf ] then the function g(k) must
be zero everywhere throughout the interval [k0, kf ].
Definition 2.5. (Gateaux Differential). Let X and Y be locally convex topological
vector spaces. Assume that U ⊂ X is open, and f : X → Y is a function. The Gateaux
differential of f at u ∈ U in the direction ψ ∈ X, denoted by df(u;ψ), is defined as

df(u;ψ) = lim
t→0

f(u+ tψ)− f(u)
t

=
d

dt
f(u+ tψ)

∣∣∣∣
t=0

(6)

In the case that the limit (6) exists for every ψ ∈ X, the function f is called Gateaux
differentiable at u.

The extension of the directional derivative is called Variation of a functional where
its dimension is finite. In the following, we will study a structured strategy to discover
the necessary optimality condition for (1)–(3). The goal is finding the optimal control
u(·) for a DOCPTVD in which the associated performance index (1) is minimized.
Therefore, the necessary optimally condition of DOCPTVD is proved as follows:
Theorem 2.6. (Necessary conditions for DOCPTVDs). Suppose that the DOCP that
defined by (1)–(3) with k0, x(k0) and kf are fixed. Assume the following regularity
conditions are satisfied:

I. x(k), x(k − τ(k)) ∈ X;u(k) ∈ U ;
II. τ(k) : N −→ N is Natural-valued function, and τ(.) ≥ 0 ;

III. x0 ∈ Zn, k0 ∈ Z, kf ∈ Z, Φ : Z −→ Z are known;
Then any solution u(.) ∈ U satisfies the following necessary conditions:

1. The state dynamics for k0 ≤ k ≤ kf :

x(k + 1) = G(x(k), x(k − τ(k)), u(k), k), k0 ≤ k ≤ kf − 1, (7)

2. The adjoint dynamics:
∂F

∂x(k)
− λ(k) + λT (k + 1)

∂G

∂x(k)
+ λT (k + 1)ψ(k) = 0, k − τ(k) ≤ 0,

∂F

∂x(k)
− λ(k) + λT (k + 1)

∂G

∂x(k)
= 0, O.W.,

(8)
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where

ψ(k) =
∂G

∂x(k − τ(k))
,

3. The optimal control dynamics:
∂F

∂u(k)
+ λT (k + 1)

∂G

∂u(k)
= 0, (9)

4. The Boundary conditions:

x(k) = ϕ(k), k ≤ k0, (10)
∂S(x(kf ), kf )

∂x(kf )
+
∂L
(
x(k − 1), x(k − τ(k)− 1), x(k), u(k − 1), λ(k)

)
∂x(k)

∣∣∣
k=kf

= 0.

(11)

Proof. In order to proof the theorem, the variational method is followed to find the
necessary condition of DOCPTVD. Suppose that:

J̄(u(·)) = S(x(kf ), kf )

+

kf−1∑
k0

[
F (x(k), u(k), k) + λT (k + 1)

(
G(x(k), x(k − τ(k)), u(k), k)− x(k + 1)

)
,(12)

where λ(·) is the Lagrange multiplier. Let δx(k), δu(k), δx(k − τ(k)), δλ(k), are the
variation of x(k), u(k), x(k− τ(k)), λ(k), respectively. Therefore, Family of curves are
defined as follows:

xϵ(k) = x(k) + ϵδx(k),

xϵ(k + 1) = x(k + 1) + ϵδx(k + 1),

xϵ(k − τ(k)) = x(k − τ(k)) + ϵδx(k − τ(k)),
uϵ(k) = u(k) + ϵδu(k),

λϵ(k + 1) = λ(k + 1) + ϵδλ(k + 1),

(13)

Let,

L = L

(
x(k), x(k + 1), x(k − τ(k)), u(k), k

)
= F (x(k), u(k), k) + λT (k + 1)

(
G(x(k), x(k − τ(k)), u(k), k)− x(k + 1)

)
,

(14)
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and

Lϵ = L(xϵ(k), xϵ(k + 1), xϵ(k − τ(k)), uϵ(k), k)

= F (xϵ(k), uϵ(k), k) + λTϵ (k + 1)
(
G(xϵ(k), xϵ(k − τ(k)), uϵ(k), k)− xϵ(k + 1)

)
.(15)

Also note that according to Definition 2.5, we get

δJ̄(u(k); δu(k)) = lim
ϵ→0

J(u(k) + ϵδu(k))− J(u(k))
ϵ

=

kf∑
k0

lim
ϵ→0

Lϵ − L
ϵ

=

kf∑
k0

d

dϵ
Lϵ

∣∣∣∣∣
ϵ=0

. (16)

We get the first variation of J̄(u(·)) as follows:

δJ̄(u(·)) =
[∂L(x(k − 1), x(k − τ(k)− 1), x(k), u(k − 1), λ(k)

)
∂x(k)

δx(k)
]∣∣∣k=kf
k=k0

+

kf−1∑
k0

[( ∂F

∂x(k)
− λ(k)

)
δx(k) +

∂F

∂u(k)
δu(k)

+ δλ(k + 1)
(
G(x(k), x(k − τ(k)), u(k), k)− x(k + 1)

)
+ λT (k + 1)

(
∂G

∂x(k)
δx(k) +

∂G

∂u(k)
δu(k) +

∂G

∂x(k − τ(k))
δx(k − τ(k))

)]
.(17)

Let

ψ(k) =
∂G

∂x(k − τ(k))
, (18)

Since x(s) is specified function for k ≤ k0, and τ(k) : N −→ N, then we have:

δx(ki − τ(ki)) = 0, ∀ki ∈ [k0, kf − 1] if ki − τ(ki) ≤ 0 (19)

otherwise,

λT (ki + 1)ψ(ki) = 0, if ki − τ(ki) > 0 (20)

The equation (17) can be rewritten as follows:

δJ̄(u(·)) =
[∂L(x(k − 1), x(k − τ(k)− 1), x(k), u(k − 1), λ(k)

)
∂x(k)

δx(k)
]∣∣∣k=kf
k=k0

+

kf−1∑
k0

[( ∂F

∂x(k)
− λ(k) + λT (k + 1)

∂G

∂x(k)

)
δx(k)
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+
( ∂F

∂u(k)
+ λT (k + 1)

∂G

∂u(k)

)
δu(k)

+ δλ(k + 1)
(
G(x(k), x(k − τ(k)), u(k), k)− x(k + 1)

)
+ λT (k + 1)ψ(k)δx(k − τ(k))

]
. (21)

To find the minimization of J̄(u(·)) and also J(u(·)), the coefficients of δλ(k), δx(k),
δu(k) in equation (21) is needed to be zero. Alos, he Euler–Lagrange equations are
derived as follows:

x(k + 1) = G
(
x(k), x(k − τ(k)), u(k), k

)
, k0 ≤ k ≤ kf , (22)


∂F

∂x(k)
− λ(k) + λT (k + 1)

∂G

∂x(k)
+ λT (k + 1)ψ(k) = 0, k − τ(k) ≤ 0,

∂F

∂x(k)
− λ(k) + λT (k + 1)

∂G

∂x(k)
= 0, O.W.,

(23)

∂F

∂u(k)
+ λT (k + 1)

∂G

∂u(k)
= 0, (24)

with the following conditions:

x(k) = ϕ(k), k0 − τ(k0) ≤ k ≤ k0, (25)
∂S(x(kf ), kf )

∂x(kf )
+
∂L
(
x(k − 1), x(k − τ(k)− 1), x(k), u(k − 1), λ(k)

)
∂x(k)

∣∣∣
k=kf

= 0. (26)

The formulas (22) to (26) give the delay discrete Euler–Lagrange equations for
DOCPTVD. These equations also present the necessary optimality condition of the
DOCPTVD which is brought up here.

3 Numerical examples

In this section, some aspects of the proposed method are discussed, together with
the efficiency of suggested method which is examined by numerical examples. we im-
plemented the suggested method on a time–varying optimal control problem with a
time–varying delay in state variable is solved by introduced method and the results
show that our method has high efficient for solving optimal control problem.
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Figure 1: Numerical results of state and control variables of Example 3.1 with τ(k) = 2− k2.

Example 3.1. Consider the following quadratic and cost function

J =
14∑
k=0

(
x2(k) + u2(k)

)
, (27)

subject to autonomous differential equation with time–varying delay

x(k + 1) = A(k)x(k) + A1(k)x(k − τ(k)) + B(k)u(k), 0 ≤ k ≤ 14, (28)

and the following condition

x(k) = 1, k ≤ 0, (29)

where τ(k) is the delay function satisfying τ(k) > 0 for 0 ≤ k ≤ 14, and A(k) = k,
A1(k) = 1 and B(k) = 1. We implemented the introduced approach of this article to
solve the DOCPTVD (27)–(29). The numerical results of this example are resented
when τ(k) = 2 − k2. The delay Euler–Lagrange equation of equations (27) to (29) is
presented as follows:


x(k + 1) = A(k)x(k) + A1(k)x(k − τ(k)) + B(k)u(k), 0 ≤ k ≤ 14,{

2x(k)− λ(k) + λT (k + 1)k + λT (k + 1) = 0, k − τ(k) ≤ 0,
2x(k)− λ(k) + λT (k + 1)k = 0, O.W.,

2u(k) + λ(k + 1) = 0, 0 ≤ k ≤ 14.

(30)

Also, the initial Euler–Lagrange conditions for this problem are as follows:

x(k) = 1, k ≤ 0, (31)
λ(15) = 0. (32)

The numerical results of state and control variables of Example 3.1 are shown in Fig.
1 when τ(k) = 2 − k2.Also, we show the convergence curve of the performance index
function in Figure 2
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Figure 2: The convergence of PI function of Example 3.1 with τ(k) = 2− k2.

4 Conclusion

In this paper, we focus on the general form of DOCP , which denotes the problem
of discrete-time optimal discrete control. As mentioned in the introduction, given the
application of the general form of DOCPTVD, it is necessary to find a way to solve it.
In this way, we have used the discrete method to derive the new Euler-Lagrange delay
formula with a two-point boundary to solve DOCPTVD, which has not been studied in
other works. finally, an illustrative example has been included to illustrate the validity
and application of the technique.
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A Dai-Liao-based extension of the three-term Polak–Ribière–Polyak
method

Zohre Aminifard∗1, Saman Babaie-Kafaki1
1Department of Mathematics, Semnan University, Semnan, Iran.

Abstract: In a significant modification of the Polak–Ribière–Polyak method, Zhang
et al. proposed a descent three-term conjugate gradient method which is globally
convergent. Here, we develop a class of one-parameter descent extension of the method
based on the Dai-Liao approach. Additionally, based on quasi-Newton aspects, the
parameter of the method is computed. At last, practical merits of the methods are
investigated by numerical experiments on a set of CUTEr test functions. The results
show computational efficiency of the proposed methods.
Keywords: Unconstrained optimization; conjugate gradient method; quasi-Newton
method; sufficient descent condition.

1 Introduction

Consider the n-dimensional unconstrained optimization problem

min
x∈Rn

f(x),

with the smooth objective function f. Starting from an initial point x0 ∈ Rn, iterations
of a conjugate gradient (CG) method are in the form of

xk+1 = xk + sk, k = 0, 1, ...,

where sk = αkdk, in which αk > 0 is a step length determined by line search technique
Sun and Yuan (2006) along the CG direction dk, defined by

d0 = −g0, dk+1 = −gk+1 + βkdk, k = 0, 1, ...,

where gk = Of(xk) and βk is a scalar called the CG parameter, significantly affecting
performance of the method Aminifard and Babaie-Kafaki (2021),M9Aminifard:Babaie-
Kafaki:2019.

∗Speaker: email@email.ac.ir
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A review of the literature reveals that performance of the CG methods have been
mainly improved by several approaches: employing the quasi-Newton aspects initiated
by Dai and Liao Dai and Liao (2001), hybridizing the classical CG methods in discrete
forms Aminifard and Babaie-Kafaki (2019) or extending three-term versions of the
classical CG methods as comprehensively reviewed by Sugiki et al. Sugiki et al. (2012).
Intending to improve the theoretical and computational merits of the three-term CG
method, we incorporate it with the Dai-Liao (DL) approach. Moreover, to compute
the parameter of the proposed method, we employ the quasi-Newton aspects. These
render in Section 2. Section 3 associates to evaluating the numerical merits of the
proposed method. Finally, we come up with the concluding remarks in Section 4.

2 An extension of a three-term Polak–Ribière–Polyak method

In an essential study based on the approach presented in Dai and Liao (2001), Babaie-
Kafaki and Ghanbari Babaie-Kafaki and Ghanbari (2017) suggested a generalized CG
methods, that is

d0 = −g0, dEPRP
k+1 = −gk+1 +

(
gTk+1yk

‖gk‖2
− t

gTk+1sk

‖gk‖2

)
dk, k = 0, 1, ..., (1)

where ||.|| stands for the Euclidean (ℓ2) norm, yk = gk+1 − gk and t is a nonnegative
parameter. The method has been then attracted special attentions, mainly concerned
to find optimal values for the parameter t. However, it lacks the significant sufficient
descent property

gTk dk ≤ −ϱ‖gk‖2, k = 0, 1, ..., (2)
where ϱ > 0 is a constant. Alternatively, Zhang et al. (ZZL) Zhang et al. (2007)
presented the following three-term CG method:

d0 = −g0, dTTPRP
k+1 = −gk+1 +

gTk+1yk

‖gk‖2
dk −

gTk+1dk

‖gk‖2
yk, k ≥ 0, (3)

which ensures the sufficient descent condition. To boost the computational privilege
of the search direction (3), we extend the TTPRP method (5), in the sense of,

d0 = −g0, dTTEPRP
k+1 = −gk+1 +

(
gTk+1yk

‖gk‖2
− t

gTk+1sk

‖gk‖2

)
dk −

gTk+1dk

‖gk‖2
yk, k ≥ 0. (4)

which ensures the sufficient descent condition (2), due to

gTk dk = −‖gk‖2 − t
(gTk+1sk)

2

‖gk‖2
.
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Now, we deal with computing parameter of the TTEPRP. Inspired by the features
of quasi-Newton methods, here we let dk = −B−1

k gk, where Bk ∈ Rn×n is a symmet-
ric approximation of the Hessian ∇2f(xk) satisfying the secant condition Bksk = yk.
Therefore, we can write

−B−1
k+1gk+1 = −gk+1 +

(
gTk+1yk

‖gk‖2
− t

gTk+1sk

‖gk‖2

)
dk −

gTk+1dk

‖gk‖2
yk.

Performing inner product on both sides of the above equation by sTkBk+1, and also,
using the secant equation, we get

t =
(sk − yk)T gk+1‖gk‖2 + (gTk+1yk)((d

T
k yk)− ‖yk‖2)

(gTk+1sk)(d
T
k yk)

.

To ensure the positiveness and boundedness of the parameter t, we set t∗ = max{ε,min{t, 1
ε
}}

by considering a small constant ε > 0.

Theorem 2.1. Suppose that the level set Ω = {x ∈ Rn | f(x) ≤ f(x0)} is bounded and
in some neighborhood S of Ω, the objective function f is smooth and also, is Lipschitz
continuous. For the CG method TTEPRP with the search directions (4), assume that
the line search fulfills the strong Wolfe conditions Sun and Yuan (2006). If the step
length is bounded below, then

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0.

Proof. See the proof of Theorem 2.1 in Aminifard:Babaie-Kafaki:2019.

3 Numerical tests

We investigate performance of the proposed methods on a set of CUTEr test func-
tions, in this section. Here, efficiency of the CG methods TTEPRP, TTPRP and
EPRP, respectively with the search directions (4), (3) and (1), is computationally in-
vestigated. Test functions data include 60 problems of CUTEr library Gould:et:al:2003.
The line search conditions and the stopping criteria have been declared in Aminifard
and Babaie-Kafaki (2021). Moreover, efficiency of the algorithms was compared ap-
plying the performance profile proposed by Dolan and Moré Dolan:More:2002 on the
total number of function and gradient evaluations (TNF) and the CPU time (CPUT),
following the notations of Aminifard and Babaie-Kafaki (2021). Results are shown by
Figures 1 and 2 upon which TTEPRP is preferable to EPRP and TTPRP with respect
to TNF and CPUT.
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Figure 1: Results of comparisons based on TNF

Conclusions

The Dai-Liao approach has attracted special attentions to develop nonlinear conjugate
gradient methods. Here, based on the insight gained by the approach of Dai and
Liao (2001), an extension of the three-term conjugate gradient method of Zhang et al.
Zhang:et:al:2007 has been suggested. Additionally, taking the quasi-Newton aspect,
the parameter of the method has been computed. It has been shown that search
directions of the given method fulfill the sufficient descent property. Using a set of
standard test functions of the CUTEr library Gould:et:al:2003, numerical experiments
have been implemented to investigate efficiency of the given methods. The results
have been compared using the Dolan-Morè Dolan:More:2002 performance profile. It
has been observed that the proposed methods are computationally promising.
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The Existence of pole-zero cancellation in continuous time linear systems
with interval coefficients

H.S. Amiri∗ 1, A.H.Borzabadi2
1Department of Mathematics, Payame Noor University, Tehran, Iran

2Department of Applied Mathematics, Science and Technology of Mazandaran University,
Behshahr,Iran.

Abstract: The existence of pole-zero cancellation in a continuous time linear system
with interval coefficients is researched. It is examined by the controllability and ob-
servability of the system.
Keywords: pole-zero cancellation – controllability - observability.

1 Introduction

The pole-zero cancellation is expressed for continuous-time linear system with real
coefficients . Now, this concept is extended to continuous-time linear system with
interval coefficients. This research is done through the parametric form of the interval
of real numbers. Bhurjee and Panda (2012)

2 Preliminaries

A = {x ∈ R|a1 ≤ x ≤ a2} for a1, a2 ∈ R is a closed bounded interval. Each member of
A stated as a(λ) = a1 + λ (a2 − a1) , 0 ≤ λ ≤ 1 and a1 = min a(λ), a2 = max a(λ), 0 ≤
λ ≤ 1 are respectively the begining and end points of A. All elements of a matrix
are closed bounded intervals then it is called nterval matrix. A = [aij]m×n and A =

[Aij]m×n ,Aij =
[
a1ij, a

2
ij

]
are respectively real and interval matrices. A ∈ A if and only

if aij ∈ Aij for i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Amiri and Borzabadi and Heydari (2020)
The following explanations are considered:
I(R) =The set of all closed intervals in R.
I(R)n =The product space I(R)× I(R)× · · · × I(R).
I(R)m×n =The set of all interval matrices with m rows and n columns.
J [0, 1]m×n = The set of all real matrices with m rows and n columns such that all
elements of these matrices belong to [0, 1].

∗Speaker: H.S.Amiri@pnu.ac.ir
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Proposition 2.1. An interval matrix A can be presented by an infinite set of real
matrices, i.e.
A = {AΛ|AΛ = [aij(λij)]m×n , Λ = [λij]m×n ∈ J [0, 1]m×n , aij(λij) = a0ij + λij(a

1
ij −

a0ij) , i = 1, . . . ,m , j = 1, · · · , n}.

Proof. The proof of this proposition is stated in Amiri and Borzabadi and Heydari
(2020)

The continuous time linear system with interval coefficients is stated as follows:{
ẋ(t) = Ax(t) + B(t)
y(t) = Cx(t) +D(t)

(1)

x(t), u(t) and y(t) are respectively state, control and output vectors and they have
n,m and p dimensions. A,B, C and D are interval matrices and they are defined in
accordance with Proposition 2.1. The real matrices AΛ, BΓ, CΘ and DΩ respectively
belong to the interval matrices A,B, C and D for all real matrices Λ ∈ J [0, 1]n×n,Γ ∈
J [0, 1]n×m,Θ ∈ J [0, 1]p×n and Ω ∈ J [0, 1]p×m.
There is a continuous time linear system with real coefficients as:{

ẋ(t) = AΛx(t) + BΓ(t)

y(t) = CΘx(t) +DΩ(t)
(2)

It has the similar structure to the system (1). H(s) = CΘ (sI − A)−1BΓ =
CΘ (sI − A)∗BΓ

det (sI − A)
is called transfer function of the linear system (2). (sI − A)−1 and (sI − A)∗ are re-
spectively the inverse and the adjoint of the matrix sI − A.

3 The existence of the pole-zero cancellation

If all zeros of the denominator of the transfer function H(s) =
CΘ (sI − A)∗BΓ

det (sI − A)
do not

exist in the numerator by all possible cancellation, then the transfer function H(s) does
not have pole-zero cancellation. Chui and Chen (1989) So the pole-zero cancellation
does not exist in the system (2).

Theorem 3.1. . Let the system (2) be continuous time, linear with real coefficients.
This system is controllable and observable then there does not exist pole-zero cancellation
in it.

Proof. The proof of this theorem is in Chui and Chen (1989)
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There does not exist pole-zero cancellation in the system (2) for all real matrices
Λ ∈ J [0, 1]n×n,Γ ∈ J [0, 1]n×m,Θ ∈ J [0, 1]p×n and Ω ∈ J [0, 1]p×m, then there does not
exist pole-zero cancellation in the system (1).

Proposition 3.2. Let the system (1) be continuous time, linear with interval coeffi-
cients. Prove if the system (1) is controllable and observable then there does not exist
pole-zero cancellation in the system (1).

Proof. The system (1) is controllable and observable, the system (2) is controllable
and observable for all real matrices Λ ∈ J [0, 1]n×n,Γ ∈ J [0, 1]n×m,Θ ∈ J [0, 1]p×n and
Ω ∈ J [0, 1]p×m. Amiri and Borzabadi and Heydari (2020) There does not exist pole-zero
cancellation in the system (2) for all real matrices Λ ∈ J [0, 1]n×n,Γ ∈ J [0, 1]n×m,Θ ∈
J [0, 1]p×n and Ω ∈ J [0, 1]p×m, so there does not exist pole-zero cancellation in the
system (1).

None of the criteria that are proposed in Amiri and Borzabadi and Heydari (2020)
are used for the controllability and observability of the system (1) in this paper.

Example 3.3. The coefficient matrices A,B, C and D in the system (1) are considered
as:

A =

[
[2, 4] 0
0 −[5, 8]

]
,B =

[
[2, 5]
[1, 6]

]
, C = [ [1, 2] [7, 9]] ,D = O.

The real matrices AΛ, BΓ, CΘ respectively belong to the interval matrices A,B, C for all
real matrices Λ ∈ J [0, 1]2×2,Γ ∈ J [0, 1]2×1,Θ ∈ J [0, 1]1×2 and they are as following:

AΛ =
[
2 + 2λ11 0

0 −(5 + 3λ22

]
, BΓ =

[
2 + 3γ11
1 + 5γ21

]
, CΘ = [ 1 + θ11 7 + 2θ12] .

The matrices MAΛBΓ
and NCΘAΛ

and their determinants are as:

MAΛBΓ
=

[
2 + 3γ11 (2 + 2λ11)(2 + 3γ11)
1 + 5γ21 −(5 + 3λ22)(1 + 5γ21)

]
,

NCΘAΛ
=
[

1 + θ11 7 + 2θ12
(1 + θ11)(2 + 2λ11) −(7 + 2θ12)(5 + 3λ22)

]
,

det (MAΛBΓ
) = −(2 + 3γ11)(1 + 5γ21)(7 + 3λ22 + 2λ11),

det (NCΘAΓ
) = −(1 + θ11)(7 + 2θ12)(7 + 3λ22 + 2λ11).

det (MAΛBΓ
) 6= 0 and det (NCΘAΓ

) 6= 0 and the system (2) is controllable and observable
for all real matrices Λ ∈ J [0, 1]2×2,Γ ∈ J [0, 1]2×1,Θ ∈ J [0, 1]1×2. So the system (1) is
controllable and observable and there is not pole-zero cancellation in it.
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4 Discussion and Resuls

The existence of pole-zero cancellation in a continuous time linear system with interval
coefficients was examined. It was done by the controllability and observability of the
system. The advantage of this method is that without using the transfer function will
be done. This research for the linear systems with other coefficients suggests.
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Bernstein polynomials for PDE constrained optimization problems with L1

norm
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Abstract: In this article, we present a new approach to solve a class of sparse opti-
mization problems. Given the extraordinary ability of Bernstein polynomials to ap-
proximate the solution of PDEs, here we use these polynomials to solve sparse PDE
constarined optimization problems. For this purpose, we first extract the necessary
conditions for the optimality of these problems using the Lagrange muliplier method
and then solve these conditions with the help of Bernstein polynomials. Finally, a
example is presented to illustrate the ability of proposed approach.

Keywords: Optimization, Bernstein polynomials, Sparse.

1 Introduction

There are two general approaches to solving PDE constrained optimization problems:
optimize-then discretize and discretize-then optimize. Each of these methods has spe-
cific capabilities for solving these problems. In the first approach, we also use this ap-
proach in this article, emphasizing discretization methods. But in another approach,
the emphasis is on using efficient optimization methods Darehmiraki et al. (2016,
2018).
Due to the widespread use of optimization problems with PDE constraints (optimal
control of PDEs) in various sciences and industries such as oil and gas industry, they
are interesting for many researchers in various fields and many efforts have been made
to provide efficient and useful solutions for them. When in the objective function of
this category of optimization problems there is an expression with L1 norm, they trans-
form to sparse optimization problems. They were first examined, as far as we know, by
Stedler in 2007 (Newton-typed algorithms were proposed for them), and then various
methods have been proposed to solve them, some of which are mentioned below. Re-
cently, the author of Otarola (2020) have provided an adaptive finite element method
for the sparse optimal control of fractional diffusion.

∗Speaker: darehmiraki@bkatu.ac.ir
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In this paper we will consider the distributed convection-diffusion control problem as
follows:

min
y,u

1

2
‖y − ŷ‖2L2

+
β

2
‖w‖2L2

+ γ‖w‖L1 (1)

Ay = w + g inΩ, (2)
y = 0 on ∂Ω, (3)

w ∈Wad = {h(x)|a ≤ w ≤ b, a.e. onΩ} (4)

where A denotes the Laplacian operator, g ∈ L2(Ω), the domain Ω ⊂ Rd, d = 2 or 3.
y denotes the state variable and ŷ is desired state, w denotes the control variable, and
β > 0 is a regularization parameter.
Optimality conditions for this problem are as follows:

Ay − w − g = 0, A∗p+ y − ŷ = 0, −p+ βw + µ = 0, (5)
w −max(0, w + c(µ− γ))−min(0, w + c(µ+ γ))+

max(0, (w − b) + c(µ− γ)) +min(0, (w − a) + c(µ+ γ)) = 0 (6)

where c > 0 and A∗, p and µ are duals A, y and w respectively. Stadler in Stadler
(2009) was able to rewrite the above conditions by performing some calculations and
introducing an operator:

w − β−1max(0,Υw − γ)− β−1min(0,Υw + γ)+

β−1max(0,Υw − γ − βb)− β−1min(0,Υw + γ − βa) = 0 (7)

where Υw = Sw + h, S = −A−∗A−1 and h = −A−∗(A−1g − ŷ).
In this paper, the Bernstein polynomials are developed and implemented for solving
the sparse PDE constrained optimization problem. The rest of this paper is organized
as follows: In Section 2, we state a brief overview on Bernstein polynomial method.
Next the Bernstein polynomials method is used to solve the sparse PDE constrained
optimization problem. Finally, in Section 3, some numerical results are reported to
show the accuracy and efficiency of the proposed method.

2 Bernstein polynomials

Bernstein polynomials on interval [1,0] are defined as follows:

bj,N(x) =

(
N

j

)
xj(1− x)N−j, 0 ≤ j ≤ 1. (8)
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If we want to extend Bernstein polynomials based on power functions, we get the
following relation

bj,N(x) =
N∑
k=j

(−1)k−j
(
N

k

)(
k

j

)
xk (9)

For example if N = 2 we have
b02(x) = 1− 2x+ x2, b12 = 2x− 2x2, b22 = x2.

We define

ψ(x) =

 b0N(x)
b1N(x)...
bNN(x)

 , τN(x) =

x1
...
xN

 =⇒ ψ(x) = AτN(x). (10)

Now, we can appriximate u(x, y, t) using Bernstein polynomials

u(x, y, t) =
N∑
i=0

N∑
j=0

N∑
k=0

biN(x)bjNybkNuijk, (11)

or in the another form, we can rewrite (??) as
u(x, y, t) = Π(x, y, t)× V ec(U), (12)

where
Π(x, y, t) = ψT (x)⊗ [ψT (y)⊗ ψT (t)],
V ec(u) = [u000 · · · u00N , u010 · · · u01N , u020 · · · u02N , · · · ,
uN00 · · · uN0N , uN10 · · · uN1N , . . . , uNN0 · · · uNNN ].

The integral of Bernstein’s polynomials is as follows∫ 1

0

BiN(x)BjN(x)dx =

(
N
i

)(
N
j

)
(2N + 1)

(
2N
i+j

) ,
Q =

∫ 1

0

ψ(x)ψT (x)dx =

∫ 1

0

AτN(x)τ
T
N(x)A

Tdx = A[

∫ 1

0

τN(x)τ
T
N(x)dx]A

T = AHAT ,

H =



1
1

2
· · · 1

N + 1
1

2

1

3
· · · 1

N + 2... ... · · · ...
1

N + 1

1

N + 2
· · · 1

2N + 1


.
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2.1 The operational matrix of derivative

Suppose

τN(x) =

 1
x
...
xN


drτN(x)

dxr
= D(r)τN(x) D

(r)
ij =

{
0 1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ N + 1

(i− 1) · · · (i− r) r + 1 ≤ i ≤ N + 1, 1 ≤ j ≤ N + 1, i = j + r.

Therefore
drψ(x)

dxr
= A

drτN(x)

dxr
= AD(r)τN(x)

=⇒τN (x)=H−1ψ(x)

drψ(x)

dxr
= AD(r)A−1ψ(x)⇒ drψ(x)

dxr
= O(r)ψ(x)

3 Numerical Example

One example is presented in this section to illustrate and to confirm our theoretical
results and the abilities of the proposed method. We consider the domain Ω = [0, 1]×
[0, 1] for the resented example. Also assume A = −∆. For all two examples, we choose
ν = 10−8 and γ = 10−6.

Example 3.1. The data for this example are as follows: a = −30, b = 30, ŷ =
sin(2πx)sin(2πy)exp(2x)/6, g = 0 and β = 10−5.
Figure 2 contains numerical solutions of state, control, adjoint and µ functions with
γ = 10−4 in Example 3.1. Control functions with various γ values are compared in
Figure ??.
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Figure 1: Optimal control w, corresponding multiplier µ, Optimal state y and corresponding adjoint
p in Example 3.1 with γ = 10−4.
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Figure 2: Comparisons among optimal control w for β = 0.1s, β = 0.01s, β = 0.001, β = 0.0001 in
Example 3.1.
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Solving a quadratic Riccati differential equation
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Abstract: An effective algorithm for solving quadratic Riccati differential equation
(QRDE) is introduced. This technique is based on Genocchi polynomials (GPs). The
properties of Genocchi polynomials are stated. The findings show that the technique
is accurate and simple to use.
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1 Introduction

Riccati differential equations (RDEs) play significant role in many fields of applied
science ( Reid (1972)). For example, a one-dimensional static Schrödinger equation
(Dehghan and Taleei (2010)). The applications of this equation found not only in
random processes, optimal control, and diffusion problems ( Reid (1972)) but also in
stochastic realization theory, optimal control, network synthesis and financial math-
ematics. Now, RDEs attracted much attention. Recently, various iterative methods
are employed for the numerical and analytical solution of functional equations such as
Adomian�s decomposition method (ADM) ( see Bulut and Evans (2002), El-Tawi et.
al (2004)), homotopy perturbation method (HPM) Abbasbandy (2006), variational
iteration method (VIM) Geng et. al (2009), and differential transform method (DTM)
(Mukherjee and Roy (2012)).
The outline of this sequel is as follows: In Section 2, some basic preliminaries are
stated. Explanation of the problem is explained in Section 3. Some numerical results
are provided in Section 4. Finally, Section 5 will give a conclusion briefly.

2 Some basic preliminaries

Genocchi numbers (Gn) and Genocchi polynomials (Gn(x)) have been extensively stud-
ied in various papers. The classical Genocchi polynomials Gn(x) are usually defined

∗Speaker: fatemeghomanjani@gmail.com, f.ghomanjani@kashmar.ac.ir
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by the following form

2text

et + 1
=

∞∑
i=0

Gn(x)
tn

n!
, (|t| < π), (1)

where

Gn(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Gkx

n−k,

G1 = 1, G2 = 0, G3 = 0, G4 = 1, G5 = 0, G6 = −3, G7 = 0,

G8 = 17, G9 = 0, G10 = −155, G11 = 0, G12 = 2073,

G2n+1 = 0, n ∈ N,
G1(x) = 1,

G2(x) = 2x− 1,

G3(x) = 3x2 − 3x,

G4(x) = 4x3 − 6x2 + 1,

G5(x) = 5x4 − 10x3 + 5x,

G6(x) = 6x5 − 15x4 + 15x2 − 3,

Gn(x+ 1) +Gn(x) = 2nxn−1, n ≥ 0,

dGn(x)

dx
= nGn−1(x), n ≥ 1, (2)

3 Explanation of the problem

Firstly, Riccati differential equation (RDE) is considered

y′(x) = p(x)− q(x)y(x) + r(x)y2(x), x0 ≤ x ≤ xf , (3)
y(x0) = α,

where p(x), q(x) and r(x) are continuous, x0, xf and α are arbitrary constants, and
y(x) is unknown function.
Now, the collocation method based on Genocchi operational matrix of derivatives to
solve numerically RDEs is presented.
Our strategy is utilizing GPs to approximate the solution y(x) by yN(x) is as given
below.

y(x) ≈ yN(x) =
N∑
n=1

cnGn(x) = G(x)C,
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where
CT = [c1, c2, . . . , cn],

G(x) = [G1(x), G2(x), . . . , GN(x)],

M =


0 0 0 . . . 0 0 0,
2 0 0 . . . 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 . . . N − 1 0 0
0 0 0 . . . 0 N 0

 (4)

G′(x)T =MGT (x),⇒ G′(x) = G(x)MT ,
......
G(k)(x) = G(x)(MT )k, (5)

then, the k-th derivative of yN(x) can be stated as

y
(k)
N (x) = G(k)(x)C = G(x)(MT )kC, (6)

by Eqs. (3) and (6), we have
G(x)MTC = p(x)− q(x)G(x)C + r(x)(G(x)C)2, (7)

to obtain yN(x), one may use the collocation points xj = j−1
N

, j = 1, 2, . . . , N − 1.
These equations can be solved by Maple 15 software.

4 Numerical application

In this section, an example is given to demonstrate the quality of the sated technique
in approximating the solution of RDEs.
Example 4.1. First, the following RDE is considered (see Ghomanjani and Khorram
(2017))

y′(x) = 1 + 2y(x)− y2(x), 0 ≤ x ≤ 1,

y(0) = 1,

yexact(x) = 1 +
√
2 tanh

(
√
2x+

1

2
log(

√
2− 1√
2 + 1

)

)
, yexact(0) = 2× 10−10 ' 0.

One may achieve yapprox(x) = 0.4836486196+1.959259361x+.1873135074x2−0.5349351716x3
with this technique by n = 4. Table 1 demonstrates the absolute error of the this tech-
nique.
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Table 1: The absolute error of the this method for Example 4.1
x error of y
0.1 0.01576255020
0.2 0.01957152970
0.3 0.01520160000
0.4 0.007259874300
0.5 7.000000000× 10−10

0.6 0.003753795400
0.7 0.003263092300
0.8 3.000000000× 10−10

0.9 0.002664043000
1.0 0.0

5 Conclusions

In this paper, GPs stated for solving the RDEs. The stated technique is computation-
ally attractive. The result is included to explain the validity of this technique.
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Abstract: In this paper, a three-stage CMOS inverter based ring voltage controlled
oscillator (VCO) is designed. Very low power consumption is an important feature of
the designed VCO. The variables used in the design of the presented oscillator have
been quantified using the improved gravitational search algorithm (GSA) in order to
minimize the power consumption of the oscillator. In this algorithm, the Boltzmann
scaling function is used to control the exploration and exploitation capabilities of GSA.
Other advantages of the designed VCO are the high integration capability, simplicity
of implementation and high frequency range. The power dissipation of the VCO is 820
µW. The presented oscillator can operate from 1.25 GHz to 2.5 GHz frequency.
Keywords: Gravitational search algorithm; Boltzmann scaling; CMOS inverter; Ring
voltage controlled oscillator.

1 Introduction

Ring VCOs are widely used as the building block in many communication and wireless
systems because of their wide tuning range, small chip area occupancy and ability
to generate multiphase signals Panda et. al (2018). For example, phase locked loops
(PLLs) need to ring VCO as one of the critical blocks for clock generation in transceivers
Tlelo-Cuautle and Valencia-Ponce (2020). Hence, in the recent years, more researches
have been done to design different configurations of ring VCOs with high oscillation
frequency and wide tuning range.

A ring VCO configured by odd or even numbers of delay cell or gain stage in a
closed loop with positive feedback. Delay cells and gain stages of ring oscillators can
be designed in the scheme of single-ended or differential. Although, the prior based
ring VCOs show higher noise compared to the later one, they have advantages of low
power dissipation, small chip area and ease of implementation. Single-ended ring VCOs
further can be mainly categorized into source-coupled and current-starved topologies.

∗Speaker: mj.hemati@sirjantech.ac.ir
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Employing different improvement approaches of the analog and RF integrated cir-
cuits in order to achieve optimum results are very effective. Optimization algorithms
as an important approach can be used as the single objective and multi objective func-
tions. In Panda et. al (2018), a five-stage ring VCO has been presented that has
been optimized using the Genetic Algorithm. In this algorithm, the objective func-
tions are considered the phase noise and power consumption of the circuit. Another
example of algorithm employed for optimization has been presented in Tlelo-Cuautle
and Valencia-Ponce (2020). In this work, the hybrid of PSO and Many Optimizing
Liaisons (MOL) algorithm is proposed. This algorithm has been used to calculate the
size of MOS transistors to guarantee the appropriate DC operating conditions of an
operational transconductance amplifier. Improvement algorithms can be used in op-
timizing of LC-VCOs. In Ebrahimi and Hemmati (2023), design of complementary
LC-VCO has been optimized using multi-objective GSA. The objective of the designed
VCO is to minimize the phase noise and the power dissipation simultaneously.

The remaining of this paper is organized as: the next section presents the description
of designed VCO. In Section 3, the improvement algorithm is presented in details. The
simulation results and the summary of the important points of this work are presented
in Section 4 and 5, respectively.

2 Description of the designed ring VCO

A ring VCO can be configured by odd numbers of delay cell or gain stage in a closed
loop with positive feedback. The VCO circuit must satisfy the Barkhuizen’s criteria
to create oscillation at the outputs. Hence, total phase shift around the closed loop
must be equal to 360o or a multiple of it and also, the loop gain must be unity. Fig. 1
shows three-stage CMOS inverter-based ring VCO. The pair of transistors Mn and Mp

in each stage form the inverter and transistors Ms control the discharge of the output
capacitances. The Vctrl as the gate-source voltage of Ms controls their drain-source
currents. In other words, the oscillation frequency of circuit is controlled with Vctrl.
The output frequency can be driven as Baker (2019); Docking and Sachdev (2003):

f =
ID

ηNVDDCtot
, (1)

where N is the number of stages and η represents the characteristic constant which is
chosen between 0.75 and 1 for ring VCOs. Also, ID is the average current flows through
the inverter stages. Ctot is the total capacitances appear on each output nodes. Ctot
can be expressed as Baker (2019):

Ctot =
5

2
Cox(LpWp + LnWn), (2)
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Figure 1: Fig. 1 Inverter based ring VCO

where WN and LN are the width and length of NMOS transistors, respectively and also,
Wp and Lp are the width and length of PMOS transistors, respectively. Cox represents
the gate-oxide capacitance of transistors per unit area.

Average power consumption of each stage is given by the following:

P = VDDID. (3)

The purpose of this article is to fine the sizes of transistors by minimizing the
power consumption of the ring VCO. The objective function of the presented VCO is
expressed as follows:

Objectivefunction = arg min
Wp,Wn

P. (4)

3 Improved version of GSA

Gravitational Search Algorithm cannot control exploration and exploitation abilities
in complex optimization problems and getting trapped in local optima Rashedi and
Nezamabadi-Pour (2009). At the beginning of the computational process of GSA,
the standard deviation of fitness values for agents are high. So, there are some heavy
masses that attract other lighter ones. Thus, algortihm converge to the best solution
and cannot explore more regions in feasible area. On the other hand, at the end of
the computational proess of the algorithm, it should converge to the best solution and
search around it to find the best answer for the problem. But, the mass values are
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close together. The selection pressure of the algorithm is low and the masses explore
the search area to find new solutions.

In this paper, Boltzmann scaling function is used for mass calculation. Improved
version of GSA (ImGSA) can control the exploration and exploitation abilities using
this scaling method. The value of masses in ImGSA are computed as follows:

Mi(t) =

exp(
Nfiti(t)

T (t)
)

< exp(
Nfiti(t)

T (t)
) >t

, (5)

where Mi(t) is the mass value for ith agent in time t, Nfiti(t) is the normalized
fitness value of the ith agent in time t, < . > shows the mean operation and computes
the mean value for all agents in time t. Moreover, T is a function shows tempreture in
Simulated Anealing (SA) algorithm and be computed as follows Gao et. al (2021):

T (t) =
0.2

ln(t)
. (6)

In this equation, t shows the iteration number of the algorithm. T (t) is a descending
function. At the beginning of the algorithm, tempreture is high and T (t) returns high
values. Hence, the values of masses are calculated close together using Eq. (5). So,
ImGSA can explore the feasible area and find good solutions (exploration). At the
end of algorithm, tempreture is low and the standard deviation of the masses is high.
The selection presure is high and algorithm converge to the best solution. In this
stage, ImGSA search arround the best solution in order to imrove it (exploitation).
Thus, exploration and exploitation abilities are balanced in ImGSA using this method.
ImGSA has better performance in complex optimization problems and can escape from
getting trapped in local optima. In this paper, ImGSA is used to find a good solution
for Eq. (4).

4 Simulation results

The designed ring VCO has been simulated with 0.18 µm RF-CMOS technologies.
Voltage waveforms of the output nodes are drawn in Fig. 2 at the oscillation frequency
of 1.5 GHz. The power dissipation of the oscillator is 0.85 mW. The designed VCO can
oscillate from 1.25 GHz to 2.5 GHz by varying Vctrl from 0.65 V to 1.2 V. Therefore,
according to the simulation results, frequency tuning range of the presented VCO is
1.25 GHz.

The circuit phase noise has been plotted from the offset frequency of 1 kHz to 10
MHz in Fig. 3. At 1 MHz offset frequency, the phase noise of the designed VCO is
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Figure 2: Fig. 1 Output waveform of the designed VCO.

-91 dBc/Hz. To compare the performance of the designed VCO with some other ring
VCOs, table 1 is provided. In this comparison, the designed technology and the main
characteristics of the VCO is summarized. In this table, the figure of merits (FoMs)
are reported based on the following equation.

FoMT = L(ω) + 10 logPDC − 20 log(
ωo
∆ω

)− 10 log(
FTR(%)

∆Vtune
), (7)

5 Conclusion

A three-stage inverter based ring VCO was presented and designed with 0.18 µm RF-
CMOS technologies. To increase the performance of this oscillator, the improved ver-
sion of GSA was used to determine the variables and reduce the power consumption
of this oscillator. In this algorithm, the Boltzmann scaling function was used with
the aim of controlling the exploration and exploitation capabilities and productivity
in defining the mass of search agents. The designed VCO has the other advantage
of high frequency tuning range. The designed VCO dissipates 0.85 mW power at the
oscillation frequency of 1.5 GHz. Simulated phase noise of the designed VCO is -91
dBc/Hz at the offset frequency of 1 MHz.
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Figure 3: Fig. 3 Simulated phase noise of the designed VCO.

Figure 4: Table. 1 Performance summary of the presented VCO and some popular published VCOs.
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Abstract: This paper describes a concept of fixed interval-valued functions in inter-
val metric space C(I, IR), such as fixed atractive interval-valued functions and fixed
repulsive interval-valued functions, and we also state the stability of the fixed interval-
valued functions. We prove contraction and fixed interval-valued function theorem.
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1 Introduction

Let IR denote a set composed of all closed intervals in R. For a given interval a =
[aL, aR], a is said to be a degenerate interval if aL = aR. we introduce the Hausdorff-
Pompeiu metric on IR, i.e.,

H(a, b) = {|aL − bL|, |aR − bR|}
A norm in IR can be established by defining ‖a‖I = H(a, 0) with a ∈ IR.
In interval analysis, value interval function is defined f : I −→ IR that I = [t1, t2],
continuous value interval functions space is defined as following:

C(I, IR) = {f |f : I −→ IR; f is continuous}.
A norm in C(I, IR) can be established by defining ‖f‖C = ρ(f, 0). The distance

between two functions is as supt∈I{H(f(t), 0)}.
The stability is one of the most basic requirement for the numerical model, which is
mostly elaborated for the linear problems. One of the requirements for this model is
stability, which seems to be one of the most challenging problems in numerical analysis.

∗Speaker: a.karami@stu.yazd.ac.ir
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2 Interval number space and Interval-valued function space

IR is not a linear space under the above arithmetic rules of addition and scalar multi-
plication, but it can almost keep the features of linear space, provided that we replace
subtraction by the gH-difference. In order to develop a useful theoretical framework on
interval number like real number theory, Hukuhara Bede and Stefanini (2009) intro-
duced another concept of interval difference for a and b in 1967, namely the Hukuhara
difference (H-difference, a� b), where a� b = c if and only if a = b + c. However, al-
though such a concept can satisfy a�a = 0, a�b is meaningful only when ω(a) ≥ ω(b),
where ω(a) and ω(b) denote the widths of a and b, respectively. In one such quasi-linear
space, we can easily obtain an additional property, namely for a given a ∈ IR, there
exists a unique d ∈ IR such that a �g d = 0. Additionally, in order to investigate the
relation between elements in IR, we introduce the Hausdorff-Pompeiu metric on IR,
i.e.,

H(a, b) = {|aL − bL|, |aR − bR|}

Through simple induction, the triangle inequality of the Hausdorff-Pompeiumetric
on IR always holds, namely

H(a, b) ≤ H(a, c) +H(c, b).

metric space (IR,H) was a complete . Further, such a metric can imply the following
properties with the H-difference :
(i) H(a+ b, a+ c) = H(b, c);

(ii) H(ka, kb) = |k|H(a, b), where k ∈ R;

(iii) H(a+ b, c+ d) ≤ H(a, c) +H(b, d);

(iv) if a� b, a� c exist, then H(a� b, a� c) = H(b, c);

(v) if a� b, c� d exist, then H(a� b, c� d) = H(a+ d, b+ c).

Notice that equations (iv) and (v) are true only when a�b, a�c, and c�d exist. We
next identify whether the two equations of (iv) and (v) above hold after replacing � by
�g . For convenience of the representation, write rab = ω(a)− ω(b), rac = ω(a)− ω(c),
and rcd = ω(c)− ω(d) with a, b, c, d ∈ IR.

Based on the above Hausdorff-Pompeiu metric, define ‖a‖I = H(a, 0) with a ∈ IR.
Further, by simple inference we notice that ‖.‖I satisfies the basic properties of the
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classical concept of norm. Therefore, IR can be naturally said to be a normed quasi-
linear space.
Let I = [t1, t2] and t0 ∈ I. f : I −→ IR is an interval-valued function. We say that
a ∈ IR is the limit of f at the point t0 if ‖f(t)�g a‖I −→ 0 as t −→ t0. f is said to be
continuous on I, if for any given t0 ∈ I, ‖f(t)�g f(t0)‖I −→ 0 as t −→ t0. Define the
following continuous interval-valued function space,

C(I, IR) = {f |f : I −→ IR, f is continuous on I}.

Introduce the following well-known arithmetic rules for f, g ∈ C(I, IR) :

(i) (f + g)(t) = f(t) + g(t);

(ii) (kf)(t) = kf(t), k ∈ R;

(iii) (f �g g)(t) = f(t)�g g(t);

(iv) (fg)(t) = f(t)g(t).

Definition 2.1. Moore (1966) if f, g be interval-valued functions, then we define ρ
on C(I, IR) :

ρ(f, g) = supt∈I{H(f(t), g(t))}.

One can prove that the metric of ρ satisfies the three basic properties of a metric
space, namely if f, g, h ∈ C(I, IR), then

(i) ρ(f, g) ≥ 0; ρ(f, g) = 0 if and only if f = g;

(ii) ρ(f, g) = ρ(g, f);

(iii) ρ(f, g) ≤ ρ(f, h) + ρ(h, g).

Thus, (C(I, IR), ρ) is a metric space.

Like the above normed quasi-linear space IR, we can introduce the version of a
norm on C(I, IR), namely ‖f‖C = ρ(f, 0). By means of the Hausdorff-Pompeiu met-
ric on interval numbers above, one can see that (C(I, IR), ‖.‖)C is a normed quasi-
linear space.We also notice that |f(t)| = H(f(t), 0). Therefore, we can rewrite ‖f‖C as
supt∈I |f(t)|. that is

‖f‖C = ρ(f, 0) = supt∈I{H(f(t), 0)} = supt∈I |f(t)|.
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Definition 2.2. Moore et. al (2009) If for every t0 ∈ I, ‖f(t) �g f(t0)‖I −→ 0, (as
t −→ t0) then f on I is continuous.
Definition 2.3. Ordering relation on interval functions is defined as follows

∀f, g ∈ C(I, IR), f ≤ g ⇐⇒ fL ≤ gL, fR ≤ gR.

This is a partial ordering relation.
Definition 2.4. If [a, b] be a interval such that a, b ∈ I, then

(i) The interval [a, b] is called positive interval whenever a, b be positive.

(ii) The interval [a, b] is called negative interval whenever a, b be negative.

(iii) The interval [a, b] is called neutral interval whenever zero be a member of the
interval, in other words a ≤ 0, b > 0 or a < 0, b ≥ 0.

Similarly, interval functions is defined as following:
Definition 2.5. (i) The function f : I −→ IR is called positive interval function
whenever fL, fR be positive.

(ii) The function f : I −→ IR is called negative interval function whenever fL, fR be
negative.

(iii) Tthe function f : I −→ IR is called neutral interval function whenever zero
be a member of the interval, in other words

fL ≤ 0, fR > 0 or fL < 0, fL ≥ 0.
Definition 2.6. Moore (1966) Let (C(I, IR), ρ) be a metric space. A map T :
C(I, IR) −→ C(I, IR) is a contraction map, if there exists a constant λ, with 0 < λ <
1, such that

ρ(T (f), T (g)) ≤ λ · ρ(f, g)

for all f, g ∈ C(I, IR).
Definition 2.7. Moore (1966) Let T : C(I, IR) −→ C(I, IR) be a constraction map
from a continous set C(I, IR) to itself. We call a interval function f ∈ C(I, IR) a
fixed interval function if T (f) = f.

Theorem 2.8. The Contraction Mapping Theorem
Let (C(I, IR), ρ) be a complete metric space and T : C(I, IR) −→ C(I, IR) be a

map such that ρ(T (f), T (g)) ≤ λ · ρ(f, g) for some 0 < λ < 1 and for all f and g in
C(I, IR). Then T has a unique fixed interval function in C(I, IR).



Stability of fixed interval function 40

Proof. Recalling the notation, T : C(I, IR) −→ C(I, IR) is a map contraction with
contraction constant λ. We want to show T has a unique fixed interval function, which
can be obtained as a limit through iteration of T from any initial value. To show T has
at most one fixed interval function in C(I, IR), let f1 and f2 be fixed interval functions
of T . If 0 < λ < 1 be a constant contraction for T , T (f) = f and T (g) = g, Then

ρ(f1, f2) = ρ(T (f1), T (f2)) ≤ λ · ρ(f1, f2).

If f1 6= f2 then ρ(f1, f2) > 0 so we can divide by ρ(f1, f2) to get λ ≥ 1, which is false.
Thus ρ(f1, f2) = 0, that show f1 = f2.

Next we want to show, for any f0 ∈ C(I, IR), that the recursively defined iterates
fn = T (fn−1) for n ≥ 1 converge to a fixed interval fuction of T (f). For any n ≥ 1,

ρ(fn, fn+1) = ρ(T (fn−1), T (fn))

≤ λ · ρ(fn−1, fn).

Therefore

ρ(fn, fn+1) ≤ λ · ρ(fn−1, fn)

≤ λ2 · ρ(fn−2, fn−1)

≤ ... ≤ λn · ρ(f0, f1).

Using the expression on the far right as an upper bound on ρ(fn, fn+1) shows the fn’s
are getting consecutively close at a geometric rate. This implies the fn’s are Cauchy:
for any m > n, using the triangle inequality several times shows

ρ(fn, fm) ≤ ρ(fn, fn+1) + ρ(fn+1, fn+2) + ...+ ρ(fm−1, fm)

≤ λn · ρ(f0, f1) + λn+1 · ρ(f0, f1) + ...+ λm−1 · ρ(f0, f1)
= (λn + λn+1 + ...+ λm−1) · ρ(f0, f1)

=
λn(1− λm−n)

1− λ
· ρ(f0, f1)

≤ cλn · ρ(f0, f1), (1)

when c =
1

1− λ
.

To prove from this bound that the fn’s are Cauchy, choose ε > 0 and then pick

N ≥ 1 such that (
λN

(1− λ)
) · ρ(f0, f1) < ε. Then for any m > n ≥ N ,

ρ(fn, fm) ≤
λn

1− λ
· ρ(f0, f1)
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≤ λN

1− λ
· ρ(f0, f1) < ε.

This proves {fn} is a Cauchy sequence. Since C(I, IR) is complete, the fn’s converge
in C(I, IR). Set f = limn−→∞ fn in C(I, IR). To show T (f1) = f1, we need to know
that contractions are continuous. In fact, a contraction is uniformly continuous. This
is clear when λ = 0 since then T is a constant function. If λ > 0 and we are given
ε > 0, setting δ = ε

λ
implies that if ρ(f, g) < δ then

ρ(T (f), T (g)) ≤ λ · ρ(f, g) < λ · δ = ε.

That proves T is uniformly continuous. Since T is continuous, from fn −→ f1 we get
T (fn) −→ T (f1). Since T (fn) = fn+1, T (fn) −→ f1 as n −→ ∞. Then T (f1) and f1
are both limits of {fn}n≥0. From the uniqueness of limits, f1 = T (f1). This concludes
the proof of the contraction mapping theorem.

Theorem 2.9. Bede and Stefanini (2009) Let f : I −→ IR that f(t) = [fL(t), fR(t)], t ∈
[a, b]. The interval function f(t) is gH-differentialable if and only if fL(t) and fR(t)
are differentiable real-valued functions. Furthermore

f
′
(t) = [min{(fL)′(t), (fR)′(t)},max{(fL)′(t), (fR)′(t)}].

Similarity, the map T : C(I, IR) −→ C(I, IR) is gH-differentialable.
Definition 2.10.
1. Let T : C(I, IR) −→ C(I, IR) be a map and f be a fixed interval function of T .
Then f function is said to be stable if for any ϵ > 0 there exists δ > 0 such that for all
g ∈ C(I, IR) with ‖g 	g f‖C < δ we have for all n ∈ Z+

‖T n(g)	g f‖C < ϵ,

supt∈I{|(T n(g(t)))L − fL(t)|, |(T n(g(t)))R − fR(t)|} < ϵ.

2.1 Fixed interval functions

Definition 2.11. If ‖(T (f(t)))′‖C 6= 1 Then
(1) Fixed interval function f of negative interval function T is called a fixed attractive
interval function whenever ‖(T (f(t)))′‖C < 1.
(2) Fixed interval function f of positive interval function T is called a fixed repulsive
interval function whenever ‖(T (f(t)))′‖C > 1.

Now If ‖(T (f(t)))′‖C = 1 Then
(3) Fixed interval function f of neutral interval function T is called a fixed non-
attractive interval function or fixed non-repulsive interval function whenever
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‖(T (f(t)))′‖C = 1
supt∈I{H(T (f(t)))

′
, 0)} = maxt0∈I maxt∈I{|(T (f(t))L)

′ |, |(T (f(t))R)′ |} = 1

case 1: if |(T (f(t0))L)
′ | = 1

(i),(ii)
=⇒

{
(T (f(t0))

L)
′
= 1,

(T (f(t0))
L)

′
= −1

or

case 2: if |(T (f(t0))R)
′ | = 1

(iii),(iv)
=⇒

{
(T (f(t0))

R)
′
= 1,

(T (f(t0))
R)

′
= −1

(4) Fixed interval function f is asymptotically stable if it is both stable and attractive.

Theorem 2.12. Elaydi (2007) Assume that T is continuously differentiable in f(t).
Show that if ‖(T (f(t)))′‖C < 1, for a fixed interval function f(t) of T , then there
exists an interval J = [fL(t) − ϵ, fR(t) + ϵ] such that ‖(T (g(t)))′‖C < M < 1 for all
g(t) ∈ C(I, IR) and for some constant M.

Theorem 2.13. Let f be a fixed atractive interval function or fixed repulsive interval
function of T such that T : C(I, IR) −→ C(I, IR) be a contraction map and continu-
ously gH- differentiable and (T (f(t)))

′ be continuous,then the following statements are
valid:
1. If ‖(T (f(t)))′‖C < 1, then fixed interval function f is stable asymptote.
2. If ‖(T (f(t)))′‖C > 1, then fixed interval function f is unstable.

Proof. let M > 0 such that ‖(T (f(t)))′‖C < M < 1, then for all ϵ > 0 there is
J = [fL(t) − ϵ, fR(t) + ϵ] such that for all g(t) ∈ J we have ‖(T (g(t)))′‖C ≤ M < 1.
According to the mean value theorem for all p(t) ∈ J there is a interval function h(t)
between f(t) and p(t) such that

‖T (p(t))�g f(t)‖C = ‖T (p(t))�g T (f(t))‖C
= ‖(T (h(t)))′‖C‖p(t)	g f(t)‖C
≤M‖p(t)	g f(t)‖C (2)

since M < 1, Inequality (2) shows that gH- difference of T (p(t)) to f(t) is less than
the difference of p(t) to f(t). so T (p(t)) ∈ C(I, IR).
By repeating the above argument on T (p(t)) instead of p(t), it can be shown that

‖(T 2(p(t)))�g f(t)‖C ≤M‖T (p(t))�g f(t)‖C
≤M2‖p(t)	g f(t)‖C .

It can be shown by mathematical induction that for all n ∈ Z+

‖(T n(p(t)))�g f(t)‖C ≤Mn‖p(t)	g f(t)‖C
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To prove stability f , we put δ = min{ϵ, ϵ̃} for every ϵ > 0, which in this case gives
‖p(t)	g f(t)‖C < δ, consequently

‖(T n(p(t)))�g f(t)‖C ≤Mn‖p(t)	g f(t)‖C < ϵ

which gives stability. In addition, from inequality (2) we have
limn−→∞ ‖(T n(p(t)))�g f(t)‖C = 0

and therefore limn−→∞(T n(p(t))) = f(t) , which shows asymptotic stability.
the proof of the second part :
let M < 0 such that ‖(T (f(t)))′‖C > 1 > M , then for all ϵ > 0 there is J = [fL(t) −
ϵ, fR(t) + ϵ] such that for all g(t) ∈ J we have ‖(T (g(t)))′‖C > 1 > M. According to
the mean value theorem for all p(t) ∈ J there is a interval function h(t) between f(t)
and p(t) such that

‖T (p(t))�g f(t)‖C = ‖T (p(t))�g T (f(t))‖C
= ‖(T (h(t)))′‖C‖p(t)	g f(t)‖C
≥M‖p(t)	g f(t)‖C (3)

since M < 0, Inequality (3) shows that gH- difference of T (p(t)) to f(t) is less than
the difference of p(t) to f(t). so T (p(t)) ∈ C(I, IR).
By repeating the above argument on T (p(t)) instead of p(t), it can be shown that

‖(T 2(p(t)))�g f(t)‖C ≥M‖T (p(t))�g f(t)‖C ≥M2‖p(t)	g f(t)‖C .

It can be shown by mathematical induction that for all n ∈ Z+

‖(T n(p(t)))�g f(t)‖C ≥Mn‖p(t)	g f(t)‖C

To prove stability f , we put δ = min{ϵ, ϵ̃} for every ϵ > 0, which in this case gives
‖p(t)	g f(t)‖C < δ, consequently

‖(T n(p(t)))�g f(t)‖C ≥Mn‖p(t)	g f(t)‖C > ϵ

which shows unstability.

Discussion and conclusions

The stability or unstability of the fixed value interval functions in the metric space
C(I, IR) can be investigate by placing the condition of contraction on the mapping
T : C(I, IR) −→ C(I, IR). We are working on stability of interval valued functions in
metric space C(I, IR) in games theory.
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Abstract: Lie groups have wide applications in applied mathematics, including differ-
ential equations. In this article, the solution of two-dimensional differential equations
by the Lie groups method, which is known as the DSO(n) method, is investigated.
The retention of Lie groups structure under discretization is often vital in the recovery
of qualitatively correct geometry and dynamics and in the minimization of numerical
error. In this method, the Jordan dynamics of a nonlinear dynamic system ẋ = f(x, t)
where x = ‖x‖ .n in a quasi-linear system is deduced as the generalized Hamiltonian
dynamics of x with a diagonally symmetric and skew-symmetric coefficient matrix.
With this method, to the exact solution x(t) = G(t)x(0), G(t) ∈ DSO(n) for a small
time step with t 6 h , where h is a small size. A numerical example is provided to
verify the correctness and efficiency of the DSO(n) method. The lyapunov exponent
is defined for this method and the stability conditions of the system are determined
based on the sign of the lyapunov exponent. Finally, by numerical simulation, the
optimization of differential equations solutions using the Lie groups method is investi-
gated and validated by comparison with the RK4 method.
Keywords: Lie-groups, RK4 method, lyapunov exponent, asymptotically stable, Op-
timization, DSO(n) method.

1 Introduction

A Lie group is a differentiable manifold, which is endowed with a group structure that
is compatible with the underlying topology of the manifold. The Lie groups solver can
provide a better algorithm that retains the manifold which is associated with the Lie
groups. Lie groups have played a decisive role in our understanding of the geometry of
differential equations. The concept of Lie groups, within their wider terminology and
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machinery of differential geometry, is very helpful in devising some superior numerical
methods to discretize the ordinary differential equations (ODEs) to retain the invariant
property. The new methods are more accurate, more stable, and more effective than
conventional numerical methods because they share geometric structure and invariance
with the original ODEs. In recent years, geometric integrators of ODEs have developed
on the Lie groups and more generally on homogeneous spaces, as illustrated by Iserles
et al. (2000) A Lie group scheme is a method of estimating numerically the exact
solution of ẋ = A(x, t)x, x(0) = x0. where x evolves in a matrix Lie group and A is
a matrix function on the associated Lie algebra.

Remark 1.1. Runge-Kutta Method: A method of numerically integrating ordinary
differential equations by using a trial step at the midpoint of an interval to cancel out
lower-order error terms. The fourth-order formula is: k1 = hf(xn, yn),
k2 = hf(xn + 1/2h, yn + 1/2k1), k3 = hf(xn + 1/2h, yn + 1/2k2),
k4 = hf(xn + 1/2h, yn + 1/2k3),
y(n+1) = yn + 1/6k1 + 1/3k2 + 1/3k3 + 1/6k4 +O(h5), where O(x) is a Landau symbol.

Definition 1.2. Erdmann et al. (2006) Let F be a field. A Lie-algebra over F is an
F -vector space L, together with a bilinear map, the Lie bracket
L× L→ L, (x, y) 7→ [x, y], satisfying the following properties:
[x, x] = 0 for all x ∈ L, (L1)
[x, [ y, z ]] + [ y, [ z, x ]] + [ z, [ x, y]] = 0 for all x, y, z ∈ L. (L2)

Suppose we have a system of n-dimensional ODEs with

ẋ = f(x, t), x(0) = x0, t ∈ R, x ∈ Rn. (1)

Lie group schemes were developed by Liu (2001) using the Lorentz group SOo(n, 1)
embedded in an augmented dynamical system. According to Liu Liu (2001) , we can
define a unit vector of the orientation of the state vector x for (1) as follows:

n =
x

‖x‖
, (2)

where ‖x‖ =
√
x.x > 0 is the Euclidean norm of x, A dot between two vectors, such as x

and y, indicates their inner product. We can derive the following by using Equations(1)
and (2).

ṅ =
f(x, t)

‖x‖
− (

f(x, t)

‖x‖
.n)n. (3)

As the result of combining Equations (1) and (2) , length ‖x‖ is governed by

d

dt
‖x‖ = d

dt

√
x.x = ẋ.n = f(x, t).n. (4)
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From Eqs (3) and (4), the nonlinear dynamical system (1) can be divided into two
dynamical systems, which are studied within n ∈ Sn − 1 and ‖x‖ ∈ R+. According to
equations (3) and (4),

d

dt

[
‖x‖n
‖x‖

]
=

[
On×n

f(x,t)
∥x∥

fT (x,t)
∥x∥ o

] [
‖x‖n
‖x‖

]
:= AX. (5)

Assuming that the cone condition is invariant, here is the augmented state vector:
XT gX = 0 With g =

[
In on×1
01×n −1

]
. being the metric tensor of the Minkowski space

Mn+1. The superscript T denotes the transpose, and In is the identity tensor of order
n. The fact that A ∈ so(n, 1), i.e., ATg + gA = 0. According to the above augmented
ODEs in Eq (5), Liu (2001) has developed the group-preserving scheme (GPS) based
on the Lorentz group SOo(n, 1): xk+1 = xk+θkfk, ‖xk+1‖ = ak ‖xk‖+ bk

∥fk∥
xk.fk. Where

ak := cosh

(
h ‖fk‖
‖xk‖

)
, bk := sinh

(
h ‖fk‖
‖xk‖

)
, θk :=

(ak − 1) fk.Xk + bk ‖Xk‖ ‖fk‖
‖fk‖2

(6)

The above equations denote that h is a small time stepsize, xk was the numerical value
of x at the k-th time step tk = kh), and fk was equal to f(xk, tk). We present a new
aspect of the orientation dynamics for Eq (3) from the Jordan structure Iordanescu
(2007), Jordan structures can be divided into three types: algebras, triple systems,
and pairs. According to Liu (2000), the author developed a dynamical system with
conservative and dissipative forces on the right side with the triplet vectors:

ẋ = [y, z, u] := y.zu− u.zy. (7)
There are three functions y, z, and u associated with x and t. An autonomous system
does not depend on t; otherwise, it is a non-autonomous system. Eq.(3) can be written
as follows based on the Jordan dynamics in Eq.(7).

ṅ =

[
n, n,

f

‖x‖

]
, (8)

by using n.n = ‖n‖2 = 1. Obviously, Eq.(8) can be written as

ṅ =

[
f

‖x‖
⊗ n− n⊗ f

‖x‖

]
n. (9)

The symbol ⊗ in u⊗ y implies the dyadic operation of u and y: (u⊗ y)z = y.zu.

2 The Lie group DSO(n) method

According to the definition x = ‖x‖n, Eqs (2), (4), and (9) give us:
ẋ = f.x

∥x∥2x +
[
f

∥x∥ ⊗
x

∥x∥ −
x

∥x∥ ⊗
f

∥x∥

]
x. According to symmetric and skew-symmetric
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matrices S = f.x

∥x∥2 In,W = f
∥x∥ ⊗

x
∥x∥ −

x
∥x∥ ⊗

f
∥x∥ , taking the Hamiltonian function

H = ∥x∥
2

2
, we can write ẋ = [S +W ]∇H = [S +W ] x. This is a generalized Hamil-

tonian realization Liu (2002) of the nonlinear dynamical system(1), which is endowed
with a Lie-symmetry DSO(n). In the diagonal-symmetric part S, phase flow is dila-
tion/contraction, while in the skew-symmetric part W , it is rotation.

Definition 2.1. We define the Lyapunov exponent for the DSO(n) method as follows,
where x(t) are the results of the DSO(n) method.

F t(x0 + ε)− F t(x0) ≈ εeλt (10)

Where eλt ≈ |F
t(x0+ε)−F t(x0)|

ε
, λ = lim

t→∞,ε→0

1
t
log
|F t(x0+ε)−F t(x0)|

ε

Theorem 2.2. Suppose the Lyapunov exponent for the DSO(n) method is defined
as above. If λ > 0, Then the system is unstable, and if λ < 0, Then the system is
asymptotically stable.

3 Numerical example

We will examine the following example to assess the performance of the newly developed
DSO(n) method.

Example 3.1. Let us consider the following periodic system:{
ẋ1 = 3x1

2/3, x1(0) = 0.1,
ẋ2 = −x2, x2(0) = 0.1.

The exact solutions are {
x1(t) = (t+ 2875

6194
)
3
,

x2(t) =
1
10
e−t.

The error of system 3.1 is zero for x2 with the RK4 method because x2 has a linear
solution.

Discussion and conclusions

Using a generalized Hamiltonian form with coefficients derived from diagonal and skew-
symmetric matrices, we convert the usual nonlinear differential equation system into
a generalized Hamiltonian form. The diagonal symmetric part represents phase flow
dilation/contraction, while the skew symmetric part represents phase flow rotation.
The closed-form numerical scheme derived from the Lie-symmetry of the underlying
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Figure 1: For system 3.1 in Fig.1(a) and (b) respectively, we compare the numerical errors obtained by applying the
DSO(n) method and the fourth-order Runge–Kutta method (RK4) to the above system with a stepsize h = 0.01 s.
The DSO(n) method is accurate than RK4.

new system is Lie group G ∈ DSO(n), and it has been tested on one example to show
its performance. With the new method, you can easily implement numerically and
you can obtain high computational efficiency and accuracy. We compare the numerical
errors obtained by the DSO(n) method and the RK4 under the same stepsize h = 0.01
s, of which we can find that the DSO(n) method is much more accurate than the RK4,
which shows that this solution method It is more efficient in optimizing the solution of
differential equations. We defined the Lyapunov exponent using method DSO(n) and
studied the stability of the system using the defined Lyapunov exponent.
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Abstract: In this paper, we investigate pitchfork bifurcation in the two-dimensional
stochastic Zeeman heartbeat model which is one type of slow-fast system, from both
analytical and numerical perspectives. We consider propositions which give sufficient
conditions of drift and diffusion coefficients to verify the existence of the stochastic
pitchfork bifurcation of this model.
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1 Introduction

A slow-fast ordinary differential equation is usually written as follows.{
εẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y), (1)

where ε is a small parameter and the components of x ∈ Rn, y ∈ Rm are called fast and
slow variables, respectively. Let D0 ⊂ Rm be a connected set of the nonempty interior,
and suppose that there exists a continuous function x∗ : D0 → Rn such that (x∗(y), y) ∈
D and f(x∗(y), y) = 0 for all y ∈ D0. Then the set M = {(x, y) : x = x∗ (y) , y ∈ D0}
is called a slow manifold of the System (1) Berglund and Gentz (2006).
In 1972, E.C. Zeeman introduced a slow-fast system for the heartbeat Zeeman (1972).
This model focuses on three significant characteristics of the heart, which are the stable
state that demonstrates the resting state of the heart, the threshold for triggering the
electrochemical wave causing the heart to go into the contracted state, and finally
coming back to the stable state. As a result, we get the following model.{

εẋ = − (x3 − ax+ y) , a > 0,
ẏ = (x− xd), (2)

∗Speaker: yegane.rahimi@stu.yazd.ac.ir
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where x(t) is a variable associated with the muscle fiber length, y(t) indicates electro-
chemical activity, the parameter ε represents a small positive constant related to the
fast eigenvalue of the system, a illustrates the tension in the muscle fiber, and xd is
a scalar value that represents a typical fiber length when the heart is in the resting
situation. The curve M = {(x, y) : y = ax− x3} displays the slow manifold of this
system. We can conveniently obtain the eigenvalue of the Jacobian matrix of Eq.(2),

λ1,2 =
1

2ε

(
−
(
3x2 − a

)
±
√

(3x2 − a)2 − 4ε

)
.

Therefore, M∩
{
|x| >

√
a
3

}
is the attractor, and M∩

{
|x| <

√
a
3

}
is the repellor. In

other words, the threshold for switching between the diastolic and the systolic states
is x =

√
a
3

and x = −
√

a
3
. In Fig.1, points A and B define the threshold.

Figure 1: Phase portrait of the two-dimensional Zeeman heartbeat model with ε = 0.02, a = 1 and xd = 0.

2 Stochastic heartbeat model

As stochastic disturbances are unavoidable, it is reasonable to study the stochastic
bifurcations for slow-fast systems. There are many unknown factors associated with
the human heart which cause the heartbeat to behave in a complex way. Since the
heartbeat model is stated for deterministic case, it is interesting and worthwhile to
examine this model in a stochastic case. We have the original Zeeman heartbeat model
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(2), which is perturbed by weakly multiplicative noises. By transferring the equilib-
rium point to the point O(0, 0), we obtain:

{
du = −1

ε
(u3 + 3xdu

2 + (3xd
2 − a)u+ v) dt+ σudW1 (t),

dv = udt+ ηvdW2 (t),
(3)

where xd is the bifurcation parameter, σ and η are adequately small real constants
representing the ambient noise in the system, and Wi(t) (i = 1, 2) indicate independent
standard Wiener processes.
According to Luo and Guo (2017) and using Taylor expansion, polar coordinate, and
stochastic averaging method, System (3) can be transformed to the Itô stochastic
differential equations, and also parameters µi are calculated for i = 1, ..., 6. In order
to examine the stability and bifurcation of Itô system, we only need to consider the
averaging modulus equation of system (3). Therefore, we have:

dr = [(µ1 +
1

16
µ2)r +

1

8
µ3r

3]dt+ (
µ4

8
r2)

1
2dWr(t), (4)

such that, Wr represents independent and standard one-dimensional Wiener process.
In Eq.(4), the coefficients of dt and dWr(t) are time-dependent drift and diffusion
coefficients, respectively, and,

µ1 =
−1
2ε

(3x2d − a), µ2 = σ2 + η2, µ3 =
−3
ε
, µ4 = 3σ2 + η2.

According to Theorems in Luo and Guo (2017), the stochastic system (4) undergoes
a stochastic pitchfork bifurcation when the parameter µ4 passes through the value of
16µ1 + µ2. Hence, we reach the following propositions.

Proposition 2.1. (i) When |xd| >
√

1
3
(a− ε

4
σ2), the trivial solution of the linear Itô

stochastic differential Equation (4) is asymptotically stable with probability 1, which
means that the stochastic system (3) at the equilibrium point O is stable.
(ii) When |xd| <

√
1
3
(a− ε

4
σ2), the trivial solution of the linear Itô stochastic differen-

tial Equation (4) is unstable with probability 1. Therefore, the stochastic system (3) at
the equilibrium point O is unstable .

Corollary 2.2. The system (4) undergoes a stochastic pitchfork bifurcation when |xd| =√
1
3
(a− ε

4
σ2).

In the following, we confer numerical simulations using the Euler-Maruyama (EM)
method Chakraborty et al. (2012) to confirm the analytical results of the stochastic
heartbeat model (3). To confirm Proposition 2.1, we choose ε = 0.2, a = 1 and σ =
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η = 0.1. Thus, if |xd| > 0.5772, the origin is stable, and if |xd| < 0.5772, the origin is
unstable. Thereby, the stochastic pitchfork bifurcation occurs when |xd| = 0.5772. We
see the phase portrait and time series of the System (3) in Fig.2 and Fig.3, respectively.
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Figure 2: Phase portrait of System (3) for (a) xd = 0.6, (b) xd = 0.577.
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Figure 3: Time series of System (3) for (a) xd = 0.6, (b) xd = 0.577.

Discussion and conclusions

Dynamical behavior and bifurcation conditions of a stochastic heartbeat model were
investigated. Some numerical simulations were presented to illustrate the dynamic
behavior and confirm our theoretical results. Based on these results, when the relation
between the heart muscle fiber length and the electrochemical activity is disturbed, a
stochastic pitchfork bifurcation occurs. Therefore, a stochastic pitchfork bifurcation
explains the cause of disturbance in heart function.



Pitchfork bifurcation of a stochastic slow-fast heartbeat model 54

References

Berglund, N. and Gentz, B. (2006). Noise-induced phenomena in slow-fast dynamical
systems: a sample-paths approach. Springer Science and Business Media.

Chakraborty, S., Pal, S., & Bairagi, N. (2012). Predator-prey fishery model under de-
terministic and stochastic environments: a mathematical perspective. International
Journal of Dynamical Systems and Differential Equations, 4(3), 215-241.

Luo, C., & Guo, S. (2017). Stability and bifurcation of two-dimensional stochastic dif-
ferential equations with multiplicative excitations. Bulletin of the Malaysian Mathe-
matical Sciences Society, 40(2), 795-817.

Zeeman, E. C. (1972). Differential equations for the heartbeat and nerve impulse To-
wards Theor. Biol, 4, 8-67.



Chebyshev wavelet-based method for solving Stochastic Optimal Control
Problems and its Application in Finance

Saba Yaghobipour∗ 1, Majid Yarahmadi2
1Department of Mathematics and Computer Science, Lorestan University

2Assoc. prof, Department of Mathematics and Computer Science, Lorestan University.

Abstract: In this paper, a computational method based on parameterizing state and
control variables is presented for solving Stochastic Optimal Control(SOC) problems.
By using Chebyshev wavelets with unknown coefficients, state and control variables are
parameterized, and then a stochastic optimal control problem is converted to a stochas-
tic optimization problem.The expected cost functional of the resulting SO problem is
approximated by Sample average approximation (SAA), thereby the problem is formu-
lated as a deterministic optimal control problem which can be solved by optimization
methods, more easily. For guaranteeing convergence of the presented method a new
theorem is proved. Finally, the proposed method is implemented for solving Merton
portfolio allocation problem in finite horizon. The simulation results illustrate improve-
ment of constructed portfolio return.
Keywords: Stochastic optimal control, Chebyshev wavelets, Optimal asset allocation.

1 Introduction

In dynamic programming approach, the second-order partial differential HJB equation
is usually solved under some prior assumptions and even it is not solvable analytically,
in most cases, which is why applying appropriate numerical ideas can be applicable to
design optimal decision (control) rulesChauhan (2021). Among the numerical ideas,
the direct ones are more common methods. In these methods, the dynamical system
is discretized in space and time domainKafash (2017). In this paper, a new direct
numerical method based on Chebyshev wavelets is applied to solve Stochastic Optimal
Control(SOC) problems. For this purpose, stochastic state and control processes and
expected cost function of the SOC problem are parameterized. Therefore, the SOC
problem is converted to a Stochastic Optimization (SO) problem. Thus, the param-
eterized expected cost functional is approximated by Sample Average Approximation
(SAA), thereby the problem is formulated as a deterministic optimal control problem

∗Speaker: sabaphd88@gmail.com
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which can be solved by optimization methods, more easily. The convergence of the pro-
posed method is proved through a new theorem. Finally, Merton portfolio allocation
problem is solved by the proposed method.

2 Mathematical Preliminaries

2.1 Formulation of a SOC Problem

Assume that {Xt}t∈[0,T ] is a n-dimentional stochastic process within the probability
space (Ω,F ,R) and {Bt}t∈[0,T ] is a d-dimentional Brownian motion. The finite-horizon
SOC problem is defined as follows Pham (2009):

minuE
[ ∫ T

0

L(Xt, ut)dt+G(T,XT )
]
, (1a)

s.t dXt = b(Xt, ut)dt+ σ(Xt, ut)dBt, (1b)

X(0) = X0. (1c)

2.2 Chebyshev Wavelets

The family of Chebyshev wavelets Ψnm(t) = Ψ(k, n,m, t) is one of the applicable
wavelets that is defined on interval [0, 1] as the follows Rafiei (2018):

Ψnm(t) =

{
αm2

k
2√
π
Tm(2

k+1t− 2n+ 1) , n−1
2k

6 t 6 n
2k

0 , OtherWise

}
(2)

where, k ∈ N and n = 1, 2, 3, ..., 2k. Also, m = 0, 1, 2, ....,M−1 for M -order Chebyshev
polynomials and

αm =

{ √
2 ,m = 0

2 ,m = 1, 2, ...
(3)

Additionally, Tm(t)’s in (2) are Chebyshev polynomials.

3 Solving SOCP via Chebyshev Wavelet-based Method

3.1 Chebyshev Wavelet Expansion of Stochastic Processes

Let, Q ⊆ C1[0, T ] is set of all piecewise-continuous function with initial condition
(1c) and Q2k,M−1 ⊆ Q is class of combinations of Chebyshev wavelet polynomials of
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degree up to (M−1). Consider the Chebyshev wavelet approximations of state process
{Xt}t∈[0,T ] and control process {ut} as follows:

X̂(t) =
2k∑
n=1

M−1∑
m=0

anmΨnm(t), (4)

and

Û(t) =
2k∑
n=1

M−1∑
m=0

cnmΨnm(t). (5)

Therefore, the SOC problem(1) can be interpreted as a stochastic minimization problem
on Q. For this purpose, the interval [0, T ] is divided to 2k subintervals, i.e.:

[0, T ] = [0,
1

2k
T ]
⋃

[
1

2k
T,

2

2k
T ]
⋃

...
⋃

[
2k − 1

2k
T, T ]. (6)

Also, the cost functional (1a) becomes:

E[Ĵ(a10, ..., a2kM−1, c10, ..., c2kM−1)] = E
[ ∫ T

0

L(X̂, Û)dt+G(T, X̂T )
]
. (7)

Additionally, from (4) and (5), the controlled Ito SDE (1b) becomes:

˙̂
Xt = b(X̂t, Ût) + σ(X̂t, Ût)Ḃt, (8)

Also, according to the initial condition (1c), we have the following constraint:

M−1∑
m=0

a1mΨ1m(0)−X0 = 0 (9)

According to continuity property of the state variable and (6) for ti = i
2k
, i = 1, 2, ..., 2k−

1, one can yield:∑M−1
m=0 a1mΨ1m(t1) =

∑M−1
m=0 a2mΨ2m(t1)

...∑M−1
m=0 a2k−1mΨ2k−1m(t2k−1) =

∑M−1
m=0 at2km

Ψ2km(t2k−1)

(10)

According to the SOC problem (1) and the parameterization process that was men-
tioned above, a Stochastic Optimization (SO) with objective function (7) subject to
constraints (8),(9) and (10) is obtained that can be solved by SO methods Chauhan
(2021), more easily.
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3.2 Expected Cost Function Approximation

Sample average approximation (SAA) is the most common approach for minimizing the
expected value, E[Ĵ(X , ξ)]. According to SAA approach, the expected cost function is
approximated by the average of the realizations:

E[Ĵ(X , ξ)] ≈ 1

n

n∑
i=1

Ĵ(X , ξi) (11)

The right hand side of equation (11) is deterministic, so deterministic optimization
methods can be used for solving the following approximated problem for all n ∈ N:

β∗
n = min(αt,γt)∈R2k+1M E[Ĵ(αt, γt, ξ)] = minX∈R2k+1M

1

n

n∑
i=1

Ĵ(X , ξi) (12)

Deterministic search is the main benefit of SAA Chauhan (2021).

3.3 Convergence Analysis

In this section convergence of the proposed method is investigated.
Theorem 3.1. Let, β = inf(X,u)∈QE[J ]. If β2kM−1 = inf(X,u)∈Q

2kM−1
E[J(X, u)] for

k,M = 1, 2, ... where Q2kM−1 is a subset of Q, then limk,M→∞ β2kM−1 = β .

4 Simulation Results

Merton portfolio allocation problem in finite hoziron:

E[J ] = E
[ ∫ T

0

e−βtF (U2(t))dt
]

(13)

s.t : dWt =
db(t)
b
Wt +

dS(t)
S
Wt − U2(t)dt

= [(1− U1(t))r + U1R]Wtdt+ U1(t)σWtdBt − U2(t)dt, W (0) = W0,
(14)

where, Wt is wealth at time t ∈ [0, T ] with a known initial value W0, also, U1(t) is a
fraction of wealth to invest in a risky asset, U2(t) denotes wealth consumption value,
β and F are discount rate and utility function, respectively. Also, bond price bt and
the stock price St evolves according to the following Black-Scholes models:

db(t)

b
= rdt,

dSt
S

= Rdt+ σdBt, (15)

where, σ is a real positive constant that denotes volatility of St, and Bt is a Brownian
motion described. Thereby, this SOC problem is solved by using the proposed method
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Figure 1: Left: The wealth trajectory by Chebyshev wavelet-based method. Right:The wealth trajec-
tory by method proposed in Kafash (2017)

ine section3 and the simulation results are shown in Figure.1.(A) and comprised with
the simulation result of method proposed in Kafash (2017) shown in Figure.1.(B).

According to Figure.1, the value of the portfolio increases from 105$ to 4 ∗ 1010$.
From comparison point of view, the resulting portfolio of Chebyshev wavelet-based
method has a higher return.

Conclusion

In this paper, a new approach based on Chebyshev wavelet-based algorithm for solving
SOC problems was presented. Thereby, the SOC problem was converted to a SO prob-
lem and an accurate approximation of the solution was produced, without requiring to
compute operational matrix of derivative. An advantage of proposed method is that
a SOC problem is solved without encountering a partial differential HJB equation.
The convergence of proposed method was proved via a new theorem. The capability
and efficiency of proposed method was shown in simulation results of Merton portfolio
allocation problem.
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یزدی کاوه فاطمه و عباسی هرفته الهام فاضلی، شاهزاده سیدابوالفضل موسوی، اسراء



خطی دستگاه های بهینه جواب یافتن برای شعله‑پروانه الگوریتم بکارگیری

فاضلی شاهزاده سیدابوالفضل و اسلامی* الهه

یزد. دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم بخش

افزایش با باشد. می خاص مسئله ای یک برای ممکن جواب بهترین یافتن فرآیند معنای به سازی بهینه چکیده:

سازی بهینه فنون می باشد. مشهود گذشته از بیشتر جدید سازی بهینه فنون به نیاز اخیر، دهه چند طی مسائل پیچیدگی

بودند. ابتکاری سازی بهینه فنون ابداع و پیشنهاد از قبل سازی بهینه مسائل برای ابزار تنها شده، استفاده ریاضیاتی

نوعی مسیر پیمایش رفتار که است طبیعت از گرفته الهام فراابتکاری الگوریتم یک شعله‑پروانه، سازی بهینه الگوریتم

طبیعت در پروانه ها حرکت یا جو و جست روش بهینه ساز، این اصلی الهام می کند. تقلید را شاپرک بنام پروانه ها از

بهینه جواب یافتن و شاپرک ها بر مبتنی دستگاه حل روش به مقاله این در می شود. نامیده عرضی گیری جهت که است

استفاده به مقاله این ادامه در می شود. پرداخته شعله ها به نسبت شاپرکها عملکرد و رفتار کارگیری به با خطی دستگاه

منظور به می کند. شایانی کمک دستگاه حل در کارایی بهبود به که می شود پرداخته شعله‑پروانه سازی بهینه روش از

بالای و موثر كارایی از حاکی گرفته صورت آزمایشات نتایج و گردید سازی پیاده روش این فوق، روش كارایی بررسی

می باشد.) خطی دستگاه های بهینه جواب یافتن در روش این

فراابتکاری. روش های خطی، دستگاه های شعله‑پروانه، بهینه سازی الگوریتم کلیدی: واژه های

.68T20 ،65F10 ،78M50 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

در همچنان وجود این با است. شده ارائه تکراری و مستقیم از اعم خطی دستگاه های حل برای مختلفی روش های

روشهای این بین از روش یک نادرست انتخاب چراکه دارد، وجود مشکلاتی خطی دستگاه حل روش درست انتخاب

شعله‑پروانه الگوریتم .(۲۰۰۸) همکاران و مونتس می شود موجب را زیادی خطای همچنین و بیشتر زمان متنوع،

مسائل سازی بهینه راستای در که می باشد طبیعت در شاپرک ها رفتار از الهام با جمعیت، بر مبتنی الگوریتمی ،†

مسیر شب، در شاپرک ها که است این الگوریتم این اصلی ایده .(۲۰۰۹) همکاران و یانگ می رود کار به مختلف

حرکت مستقیم خط یک امتداد در هستند، دور ماه از اینکه به توجه با و کرده تنظیم ماه نور به توجه با را خود حرکت

elahe.eslami@ymail.com مسئول: *نویسنده
†Moth-Flame Optimization Algorithm(MFO)



خطی۲ دستگاه های بهینه جواب یافتن برای شعله‑پروانه الگوریتم بکارگیری

زاویه یک حفظ با و است طولانی مسافت های برای مستقیم مسیری در حرکت برای موثر بسیار مکانیزمی که می کنند

هنگام اگر برود. شرق به می خواهد انسان و است آسمان جنوب سمت در ماه کنید فرض می باشد. ماه به نسبت ثابت

MFO الگوریتم در کند. حرکت شرق سمت به مستقیم خط یک در می تواند دارد، نگه خود چپ سمت را ماه رفتن، راه

زاویه می کند تلاش و می کند تنظیم شعله به توجه با را خود حرکت مسیر شاپرک  هر (۲۰۰۶) همکاران و فرانک

به نسبت مصنوعی نور منبع به شاپرک نزدیکی براساس اما کند؛ پرواز مستقیم مسیر در تا کند حفظ نور با را مشابهی

به شاپرک ها مارپیچی حرکت از تقلید با همچنین می شود. گرفتار مارپیچی مسیر یک در نورها، این اطراف در ماه،

که شود می فرض الگوریتم این در است. شده ارائه MFO الگوریتم در همگرایی منظور به مکانیزمی شمع، شعله دور

بنابراین، باشند. جستجو فضای در پروانه ها موقعیت مسئله، متغیرهای همچنین و شاپرک ها مسئله، کاندید جوابهای

کنند. پرواز خود، موقعیت بردار تغییر با زیاد بسیار ابعاد حتی و بعدی سه و دو یک، فضاهای در می توانند پروانه ها

شاپرک ها: رفتار ۲

هستند. پروانه ها خانواده به شبیه بسیار که بوده فانتزی حشرات شاپرک ها •

دارد. وجود طبیعت در حشره این از مختلف گونه هزار ۱۶۰ از بیش اساسا، •

بالغ. و لارو دارند: اصلی مرحله دو عمر طول در آنها •

می شوند. پروانه به تبدیل پیله در لاروها •

است ممکن و می کنند پرواز ماه نور از استفاده با که است این شب در شاپرک ها یابی جهت ویژه های روش از •

شوند. همگرا نور سمت به نهایت در

ⅯFO روش به سازی بهینه ۳

هر در آنها رسانی روز به و برخورد نحوه آنها بین تفاوت هستند. جواب دو هر شعله و پروانه ،MFO الگوریتم در

شعله ها، که حالی در کنند، می حرکت جستجو فضای در که هستند واقعی جستجوی عوامل پروانه ها است. تکرار

پین هایی یا پرچم ها می توان را شعله ها دیگر، عبارت به آمده اند. دست به تاکنون که هستند پروانه ها موقعیت بهترین

یک اطراف در پروانه هر بنابراین، می شوند. رها پروانه ها توسط جستجو فضای در جستجو هنگام که گرفت نظر در

بهترین هرگز پروانه مکانیزم، این با کند. می روز به را آن بهتر، جواب یافتن صورت در و می کند جستجو (شعله) پرچم

مسائل کلی بهینه که است سه تایی یک MFO الگوریتم .(۲۰۲۰) همکاران و یو نمی دهد دست از را خود جواب

از: عبارتست تایی سه این که می زند تقریب را سازی بهینه

پروانه ها از تصادفی جمعیت یک ایجاد جهت تابعی •

جستجو فضای در پروانه ها دادن حرکت جهت تابعی •
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توقف معیار نشدن یا شدن برآورده تشخیص جهت بولین خروجی با تابعی •

هر حال، این با است. شده انتخاب مقاله این در پروانه ها روزرسانی به اصلی مکانیزم عنوان به لگاریتمی مارپیچ یک

داد: قرار استفاده مورد زیر شرایط با توان می را مارپیچ نوع

شود. شروع پروانه از باید مارپیچ اولیه نقطه •

باشد. شعله موقعیت باید مارپیچ پایانی نقطه •

کند. تجاوز جستجو فضای از نباید مارپیچ دامنه نوسان •

خطی: دستگاه های بهینه جواب یافتن برای ⅯFO الگوریتم .۱ الگوریتم

شروع .۱

کنید. مقداردهی را الگوریتم پارامترهای .۲

بسازید. تصادفی صورت به را شاپرک ها اولیه جمعیت .۳

کنید: تکرار را زیر گام های نرسیده اید، توقف معیار به که زمانی تا .۴

نظر در شاپرک ها تعداد با برابر را شعله ها تعداد ابتدا در (الگوریتم کنید. بروزرسانی را شعله ها تعداد (آ)

دهد.) رخ همگرایی تا می دهد کاهش را شعله ها تعداد اجرا حین در اما می گیرد،

این تا شاپرک هر آمده بدست جواب بهترین شعله ها، کردن مشخص (برای کنید. مقداردهی را شعله ها (ب)

بگیرید.) نظر در شعله عنوان به را لحظه

کنید. بروزرسانی را شاپرک هر موقعیت (ج)

کنید. محاسبه را شده بروزرسانی شاپرک شایستگی (د)

جواب بهترین عنوان به را جدید شاپرک باشد، جواب بهترین از بهتر جدید شاپرک شایستگی میزان اگر (ه)

بگیرید. نظر در

پایان .۵

عددی آزمایشات ۴

شده سازی پیاده MATLAB افزار نرم با خطی دستگاه های بهینه جواب یافتن برای MFO الگوریتم ادامه، در

۱ جدول در است. گردیده استفاده الگوریتم همگرایی روند بررسی برای مختلف خطی های دستگاه از همچنین است.



خطی۴ دستگاه های بهینه جواب یافتن برای شعله‑پروانه الگوریتم بکارگیری

b بردارهای و A ماتریس های مثال ها، در که شده داده نشان خطی دستگاه چند ضرایب ماتریس مشخصات خلاصه

به رسیدن برای را الگوریتم از حاصل بهینه جواب همگرایی روند ۳ و ۲ ،۱ های شکل شده اند. انتخاب تصادفی بطور

می دهند. نشان Ax = b دستگاه جواب

ها ماتریس مشخصات :۱ جدول

اندازه ماتریس
۲۰× ۱۰ A۸
۲۰× ۱۰ A۲۰
۲۰× ۱۰ A۱۰۰

A۸ ضرایب ماتریس با خطی دستگاه برای الگوریتم همگرایی روند :۱ شکل

گیری نتیجه ۵

روش های برخلاف روش این است. شده ارائه خطی دستگاه بهینه جواب یافتن برای MFO الگوریتم مقاله این در

همانطور است. بهینه جواب آوردن دست به برای ساده روشی MFO الگوریتم ندارد. محدودیتی هیچ دیگر تکراری

برای الگوریتم این همچنین می باشد. الگوریتم کارآیی از حاکی همگرایی روند است، شده داده نشان ها مثال در که

است. استفاده قابل مربعی غیر ضرایب ماتریس با خطی دستگاه های

مراجع

Yang,X.S., (2011). Nature-Inspired Metaheuristic Algorithms,Luniver Press.



فاضلی شاهزاده سیدابوالفضل و اسلامی ۵الهه

A۲۰ ضرایب ماتریس با خطی دستگاه برای الگوریتم همگرایی روند :۲ شکل

A۱۰۰ ضرایب ماتریس با خطی دستگاه برای الگوریتم همگرایی روند :۳ شکل
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خطی دستگاه بهینه جواب آوردن بدست برای تفاضلی تکامل الگوریتم از استفاده

موسوی اسراء و فاضلی شاهزاده سیدابوالفضل اسلامی*، الهه

یزد. دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم بخش

مشتق غیرخطی توابع بهینه سازی برای که است فراابتکاری الگوریتم های از یکی تفاضلی تکامل الگوریتم چکیده:

دارای ژنتیک الگوریتم مشابه الگوریتم این است. استفاده قابل پیوسته فضاهای در و می گیرد قرار استفاده مورد ناپذیر

تفاضلی، تکامل الگوریتم در جهش عملگر ژنتیک، الگوریتم برخلاف بطوریکه باشد می تقاطع و جهش عملگرهای

از استفاده با تا است این بر سعی مقاله این در است. انتخاب عملگر در آن اصلی تفاوت همچنین است؛ برتر عملگر

در ویژه به خطی دستگاه یک بهینه جواب یافتن با معادل که بهینه سازی مسئله نمونه یک تفاضلی، تکامل الگوریتم

پیاده سازی مربوطه الگوریتم فوق، روش كارایی بررسی منظور به گردد. حل نباشد مربعی ضرایب ماتریس که حالتی

می باشد. خطی دستگاه های بهینه جواب یافتن در روش این بالای كارایی از حاكی گرفته انجام آزمایش های نتایج گردید.

فراابتکاری. روش های خطی، دستگاه جواب بهینه سازی تفاضلی، تکامل الگوریتم کلیدی: واژه های

.68T20 ،65F10 ،78M50 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

در اما باشند داشته یکتا جوابی تئوری، لحاظ به است ممکن که می شویم مواجه مسایلی با کاربردی، ریاضیات در  

تقریبی، جواب های بین از ای گونه به تا است لازم مواردی چنین در می باشند. زیادی عددی های جواب دارای عمل

معادلات دستگاه یک حل به منجر کاربردی مسائل از برخی شود. انتخاب است نزدیکتر واقعی جواب به که را جوابی

می توان باشد دست در دستگاه جواب از هایی کران چناچه است. وضع بد آنها ضرایب ماتریس که می شوند خطی

آورد. دست به بهینه سازی مسأله یک حل از استفاده با را بهینه جواب

همکاران و پرایس شد معرفی پرایس§ و استورن‡ توسط ۱۹۹۵ سال در بار نخستین تفاضلی† تکامل الگوریتم

روش یک و دارد ناپذیر مشتق غیرخطی توابع بهینه سازی در خوبی توانایی الگوریتم این که دادند نشان آنها .(۲۰۰۶)

الگوریتم اصلی عیب بر غلبه برای الگوریتم این است. پیوسته فضاهای در بهینه سازی مسائل حل برای سریع و قدرتمند

elahe.eslami@ymail.com مسئول: *نویسنده
†Differential evolution (DE)
‡Rainer Storn
§Kenneth Price



خطی۸ دستگاه بهینه جواب آوردن بدست برای تفاضلی تکامل الگوریتم از استفاده

شده است. ارائه ژنتیک

تفاضلی تکامل الگوریتم ۲

مقداردهی فرآیند انتخاب‡است. و تقاطع† جهش*، اولیه، مقداردهی مرحله چهار شامل DEپایه، الگوریتمی چارچوب

شوند برآورده توقف معیارهای تا می شوند تکرار بعدی D فضای یک در دیگر مرحله سه می شود، اجرا بار یک اولیه

.(۲۰۲۲) همکاران و احمد

واقعی ارزش با پارامترهای بردارهای شامل بعدی چند بهینه سازی مسئله برای اولیه جواب های اولیه: مقداردهی

عنوان به می توان را DE جواب هر تکرار، طول در می دهد. نشان را DE جمعیت اندازه NP آن در که است NP

داد. نشان D‑بعدی بردار یک

است. کروموزوم ژن یک از شده مشاهده پارامتر فوری تغییر یک عنوان به جهش بیولوژیکی، اصطلاح در جهش:

انجام تکرار هر در شده انتخاب تصمیم متغیرهای روی بر که است تصادفی فرآیند یک جهش تکاملی، محاسبات در

هدف بردار یک اساس بر جهش فرآیند در می شود، داده نشان Yi با یافته جهش بردار یک ،DE الگوریتم در می شود.

.(۲۰۱۰) تیرونن و نری ،(۲۰۲۰) همکاران و پنت می شود ساخته Xi مشخص،

ترکیب هم با احتمالی روشی به را خود اجزای هدف، و یافته جهش بردار دو هر مرحله، این در تقاطع: یا ترکیب

یا Xi ویژگی های تا می دهد اجازه هدف جواب به تقاطع فرآیند این کنند. تولید (فرزند) آزمایشی بردار یک تا می کنند

دارد. [۱،۰] بین مقداری که می شود کنترل (CR) تقاطع نرخ توسط یکنواخت تقاطع ببرد. ارث به را Yi
جایگزین Zi بردار با Xi فعلی هدف بردار کند، تولید را بهتری هدف تابع مقدار Zi آزمایشی بردار آخرین انتخاب:اگر

الگوریتم ادامه در کرد. پیاده سازی مان ناهمز و همزمان حالت های طریق از می توان را DE انتخاب فرآیند می شود.

است. شده آورده (۱ (الگوریتم خطی دستگاه های بهینه سازی برای تفاضلی تکامل

خطی دستگاه های بهینه سازی برای تفاضلی تکامل الگوریتم .۱ الگوریتم

شروع .۱

کنید. راتولید X اولیه وجمعیت کنید اولیه مقدار دهی .۲

دهید: انجام را زیر گام های نرسیده اید توقف معیار به که تازمانی .۳
*Mutation
†Crossover
‡Selection
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کنید: تولید را زیر مقادیر جمعیت در i فرد هر برای (آ)

کنید: تولید زیر صورت به تصادفی صحیح عدد سه i.

r۱, r۲, r۳ ∈ {۱,۲, ..., NP}, r۱ ̸= r۲ ̸= r۳

کنید: تولید زیر صورت به تصادفی صحیح عدد ii.

k ∈ {۱,۲, ..., D}

کنید: محاسبه را زیر مقدار جهش: (ب)

Yi = xr۱ + F (xr۲ + xr۳) است) جمعیت رشد نرخ ۱ و ۰ بین عددی F )

کنید: ترکیب هم با زیر صورت به با را X و Y مقدار تقاطع: (ج)

Zi =

{
Yi,j randi,j[۰,۱] ≤ CR تقاطع) (احتمال یا j = k اگر
Xi,j صورت این غیر در

کنید. به روزرسانی را جواب بهترین (د)

پایان .۴

عددی آزمایشات ۳

همچنین و سازی پیاده MATLAB افزار نرم با الگوریتم این می پردازیم. DE الگوریتم سازی پیاده به بخش این در

ماتریس چند مشخصات خلاصه ۱ جدول در است. شده استفاده الگوریتم کارآیی بررسی برای مختلف مثال های از

روند ۲ ،۱ شکل های اند. شده انتخاب تصادفی بطور b بردارهای و A ماتریس های مثال ها، در است. شده داده نشان

می دهد. نشان Ax = b دستگاه بهینه جواب به رسیدن برای را DE الگوریتم از استفاده با همگرایی

ها ماتریس مشخصات :۱ جدول

اندازه ماتریس
۲۰× ۱۰ A۸
۲۰× ۱۰ A۲۰



خطی۱۰ دستگاه بهینه جواب آوردن بدست برای تفاضلی تکامل الگوریتم از استفاده

A۸ ماتریس برای ⅮE الگوریتم از استفاده با جواب همگرایی روند :۱ شکل

A۲۰ ماتریس برای ⅮE الگوریتم از استفاده با جواب همگرایی روند :۲ شکل
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نتیجه گیری و بحث

به برای ساده روشی که است شده ارائه خطی دستگاه بهینه جواب یافتن برای DE الگوریتم از استفاده مقاله این در

برخی به نسبت DE الگوریتم در تکرارها تعداد شد، داده نشان ها مثال در که همانطور است. جواب آوردن دست

این ویژگی های از دارد. ها روش دیگر به نسبت کمتری محاسباتی هزینه تکرار هر اما است زیادتر دیگر روشهای از

معادلات بزرگ سیستم های به آن گسترش مربعی، غیر سیستم های برای بهینه جواب یافتن برای آن سادگی الگوریتم،

است. موازی محاسبات همچنین و خطی
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مشترک حالت فیدبک ماتریس از استفاده با ویژه مقدار تخصیص و سازی بهینه مسئله همزمان حل

اللهی* آیت مهرآسا

ايران. تهران، ،۱۹۳۹۵ −۴۶۹۷ پستي صندوق نور، پيام دانشگاه رياضي، گروه

مسئله و سازی بهینه  مسئله همزمان حل برای حالت فیدبک ماتریس یک محاسبه مقاله، این از هدف چکیده:

یک با دیگر، عبارت به باشد. می  (ⅬTI) زمان با تغییرناپذیر خطی کنترل سیستم یک برای ویژه مقادیر تخصیص

روش یک از ابتدا مسئله این حل برای هستیم. مواجه خاص طیف به ویژه مقادیر انتقال قید به مقید سازی بهینه  مسئله

آوريم. می دست به بهینه جواب طریق از را پارامتری مقادیر ادامه، در و کنیم  می استفاده پارامتری حالت فیدبک محاسبه

فیدبک ماتریس ویژه، مقدار تخصیص سازی، بهینه  ،(LTI)زمان با تغییرناپذیر خطی کنترل سیستم کلیدی: واژه های

حالت.

.93C05 ،49L20 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

(ⅬTI) زمان با تغييرناپذير خطي كنترل سيستم هاي با ارتباط در كه پركاربردي و مهم مسائل از مورد دو مقاله، این در

و (۱۹۹۰) همکاران و اندرسون سازي بهينه  اول، مسئله گيريم. مي  نظر در همزمان صورت به را اند  شده مطرح

يك به بسته حلقه سيستم ويژه مقادير انتقال دوم، مسئله و است هدف تابع يك مقدار كردن كمينه دیگر عبارت به یا

اين به رسيدن براي باشد. مي  (۲۰۰۵) همکاران و چو ويژه مقادير تخصيص مسئله معادل، طور به يا خاص طيف

فيدبك ماتريس يك شده ارائه (۲۰۰۲) همکاران و كرباسي در كه تخصيص پارامتري روش از استفاده با ابتدا هدف،

عددي بخش يك شامل فيدبك ماتريس اين آوريم. مي  دست به ويژه مقادير تخصيص مسئله حل براي پارامتري حالت

همکاران و كرباسي در و بود خواهند آزاد متغیرهای عنوان به پارامترها اين از تعدادي كه است پارامتري بخش يك و

مقادير انتخاب جاي به مقاله، اين در شوند. انتخاب دلخواه صورت به متغیرها این مقادير كه شده پيشنهاد (۲۰۰۲)

عبارت به كنيم. مي  محاسبه سيستم هدف تابع سازي كمينه  طريق از را آنها مقدار آزاد، پارامترهاي اين براي دلخواه

كنيم مي  تعريف مشخص طيف به ويژه مقادير انتقال قيد با مقيد مسئله يك صورت به را هدف تابع سازي كمينه  ديگر،

كنيم. مي حل حالت فيدبك ماتريس يك كردن پيدا با را مسئله اين و

m_ayatollahi@pnu.ac.ir مسئول: *نویسنده
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مسئله بیان ۲

است: زير صورت به رياضي مدل داراي زماني پيوسته حالت در زمان با تغييرناپذير كنترل سيستم یك

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (۱)

هایی ماتریس  نیز B,A شوند. می  شناخته ورودی بردار نام به u ∈ Rm×۱ و حالت بردار نام به x ∈ Rn×۱ جاييكه

كه داريم هدفی تابع فوق، سيستم با متناظر هستند. ورودي و حالت بردارهای با متناسب ابعاد و حقیقی های درایه  با

آوريم: دست به آنرا كمينه مقدار بايد

J =
۱
۲x

T (T )Qfx(T ) +
۱
۲

∫ T

۰
(xT (t)Qx(t) + uTRu)dt (۲)

بهینه مسئله از فرم اين حل براي است. متقارن مثبت معين ماتريس R و متقارن ماتريس هاي Q و Qf جاييكه

آورد دست به را u(t) بهينه كنترل قانون توان می آنها از استفاده با كه شده ارائه كارآمدی و متعدد های روش  سازی،

و u(t) = Fx(t) حالت فيدبك صورت به را بهينه كنترل داريم تصميم مقاله اين در .(۱۹۹۰) همکاران و اندرسون

قيد يك افزودن با درواقع، گيرد. قرار دلخواه طيف در سيستم بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير كه آوريم دست به طوري

كنيم: مي  بازنويسي زير صورت به را بهينه سازی مسئله جديد،

minJ =
۱
۲x

T (T )Qfx(T ) +
۱
۲

∫ T

۰
(xT (t)Qx(t) + uTRu)dt (۳)

s.t :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) = (A+BF )x(t)

eig(A+BF ) = {λ۱, λ۲, .., λn}

هستند. حقیقی ,λ۱اعداد λ۲, .., λn جاییکه

حل راه ۳

صورت به را حالت فيدبك ماتريس كه شده ارائه ويژه مقادير تخصيص براي روشي (۲۰۰۲) همکاران و كرباسي در

مي كند: توليد زیر پارامتري

F = D−۱
۰ (−G۰ +Gλ)T

−۱ (۴)
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و کند می  تبدیل برداری همدم فرم به را B و A ماتریس های که است n× n تشابهی ماتریس یک T فوق، رابطه در

می آیند: دست به زیر صورت به B و A برداری همدم فرم از ترتیب به نیز G۰ و D۰ ماتریس های

B̃ = T−۱B =

[
D۰

On−m,m

]
, Ã = T−۱AT =

[
G۰

In−m, On−m,m

]
(۵)

محاسبه كه است مجهول های درايه داراي (۴) فيدبك ماتريس پارامتري قسمت عنوان به Gλ ∈ Rm×n ماتريس

توانيم می بنابراين شود. می مجهول mn و معادله n دستگاه يك به منجر (۲۰۰۲) همکاران و كرباسي مطابق آنها

بگیریم. نظر در آزاد پارامتر عنوان به را ماتریس این از مجهول درایه N = n(m− ۱)
هميلتون‑ جزئي ديفرانسيل معادله ،(۳) سازی كمينه مسئله در (۴) حالت فيدبك ماتريس جاگذاری با اکنون،

از: بود خواهد عبارت مسئله اين با متناظر (HJB) ژاكوبي‑بلمن

−∂V
∂t

(t, x) = minGλ
{۱۲ [x

TQx+ (D−۱
۰ (−G۰ +Gλ)T

−۱x)TRD−۱
۰ (−G۰ +Gλ)T

−۱x] (۶)

+
∂V

∂x
(t, x)(A+BD−۱

۰ (−G۰ +Gλ)T
−۱)x}

که آنجا از کند. صدق V (T, x) = ۰ مرزی شرط در باید جزئی دیفرانسیل معادله این جواب عنوان به V جاییکه

جاگذاری و فرضی جواب یک انتخاب با می توانیم می شود انجام دشواری به فوق جزئی دیفرانسیل معادله مستقیم حل

جواب باشد، متقارن و مثبت معین n× n ماتریس یک S اینکه فرض با آوریم. دست به را V مقدار معادله، در آن

انجام از پس می کنیم. جاگذاری (۶) معادله در و انتخاب V = ۱
۲x

TSx صورت به را (۳) مسئله با متناسب فرضی

داشت: خواهیم لازم، محاسبات دادن

Ḡλ = G۰ −D۰R
−۱BTST (۷)

می آید: دست به زیر ریکاتی دیفرانسیل معادله حل از S ماتریس طوريكه به

Ṡ + SA+ ATS − SBR−۱BTS +Q = ۰ , S(T ) = Qf (۸)

ماتریس در متناظرشان های درایه توجه با را بودند شده فرض آزاد پارامتر Gλ در قبلا که درایه N عددی مقدار اکنون،

آوریم. می دست به را ها درایه سایر مقدار سپس و کنیم می انتخاب Ḡλ

شد: بيان تاکنون آنچه از است ای خلاصه زیر، قضیه

دراینصورت، بگیرید. نظر در ((۸) و (۷) (روابط Ḡλ ماتریس با همراه را (۳) مقید سازي بهينه مسئله .۱ قضیه

پارامتری قسمت از درایه N = n(m− ۱) مقدار هرگاه بود خواهد مسئله این از جوابی (۴) حالت فیدبک ماتریس

از استفاده با نیز Gλ های درایه سایر شوند. انتخاب Ḡλ در متناظرشان های درایه به توجه با ،Gλ یعنی فیدبک این

شد. خواهند محاسبه مقادیر، این



اللهی آیت ۱۵مهرآسا

همکاران و كرباسي مي گيريم نظر در را زير ماتریس های با خطي كنترل سيستم شده، ارائه روش بررسي براي .۱ مثال

:(۱۹۹۴)

A =

 ۱۶ −۱۲ ۱۱
۵ ۱ ۳
−۲۶ ۲۰ −۱۸

 , B =

 ۳ ۳
۰ ۱
۵ ۵


آوریم: می دست به را سیستم ماتریس های برداری همدم فرم ،Tتشابهی تبدیل ماتریس از استفاده با

T =

 ۳ ۰ −۱
۰ ۱ ۰
−۵ ۰ ۲

 , Ã =

 −۲ −۴ ۲
۰ ۱ ۱
۱ ۰ ۰

 , B̃ =

 ۱ ۱
۰ ۱
۰ ۰


از: عبارتند نیز هدف تابع برای نیاز مورد ماتریس های

Q = I۳×۳ , R = I۲×۲ , Qf = O۳×۳

گيرند. قرار {−۱,−۲,−۳} طيف در بسته حلقه سيستم ويژه مقادير هدف، تابع سازي  كمينه بر علاوه   خواهيم مي

را فيدبك ماتريس پارامتري قسمت (۲۰۰۲) همکاران و كرباسي در شده ارائه روش از استفاده با ابتدا بنابراين،

می شود: مجهول شش و معادله سه دستگاه یک به منجر محاسبات ادامه در که کنيم مي محاسبه

Gλ =

[
g۱۱ g۱۲ g۱۳
g۲۱ g۲۲ g۲۳

]
⇒


−(g۱۱ + g۲۲) = ۶

g۱۱g۲۲ − g۱۲g۲۱ − g۱۳ = ۱۱

g۲۲g۱۳ − g۱۲g۲۳ = ۶

آزاد پارامترهاي عنوان به g۱۱, g۱۲, g۲۱ از عبارتند كه را ماتریس این از مجهول درایه n(m−۱) = ۳ توانيم مي كه

بگيريم. درنظر دستگاه

آوریم: می دست به را Ḡλ مقدار سازی، بهینه مسئله به مربوط (۷) رابطه از استفاده با بعدی مرحله در

Ḡ =

[
−۱۲٫۰۰۱۴ −۶٫۷۸۲۸ ۶٫۶۸۷۲
−۴٫۷۸۰۵ −۰٫۲۴۰۱۱ ۳٫۲۳۷۲

]
کنیم: انتخاب Ḡλ ماتریس در متناظرشان مقادیر با برابر را آزاد پارامترهای کافیست اکنون

g۱۱ = −۱۲٫۰۰۱۴ , g۱۲ = −۶٫۷۸۲۸ , g۲۱ − ۴٫۷۸۰۵

بهينه با همزمان را دلخواه طيف به ويژه مقادير تخصيص زیر فیدبک ماتریس از استفاده با توانيم می ترتیب بدین



ویژه۱۶ مقدار تخصیص و سازی بهینه مسئله همزمان حل

باشيم: داشته سيستم هدف تابع سازي

F = D−۱
۰ (−G۰ +Gλ)T

−۱ =

[
۸٫۱۷۱۱ −۱۴٫۱۵۸۹ ۴٫۶۵۰۴
−۳٫۲۵۴۸ ۰٫۵۰۱۲ −۲٫۲۵۱۲

]

نتیجه گیری و بحث

مسئله خطي، كنترل سيستم يك هدف تابع سازي كمينه و ويژه مقدار تخصيص مسئله همزمان حل براي مقاله، اين در

از استفاده با را حالت فيدبك ماتريس ابتدا در كرديم. اضافه سازي كمينه مسئله به قيد يك صورت به را تخصيص

عنوان به كرديم. محاسبه مسئله هدف تابع از استفاده با را پارامترها مقادير و آورديم دست به پارامتري روش يك

وجود عدم حالت در عاملي چند خطي كنترل هاي سيستم براي را روش اين توان مي آينده،  مطالعات براي پيشنهادي

داد. قرار بررسي مورد عوامل از برخي بين ارتباطي لينك وجود حالت در همچنين و عوامل بين ارتباطي لينك
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DBSCAN الگوریتم از استفاده با خوشه بندی در FCM الگوریتم عملکرد بهبود

احمدآبادی پور زارع جمال و فاضلی شاهزاده ابوالفضل سید برخورداری*، سعیده

یزد. دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم بخش

داده های مقابل در FCM اما است، فازی خوشه بندی روش های معروف ترین از یکی FCM الگوریتم چکیده:

می شود. مواجه اشکال با خوشه بندی روند و دهد تشخیص درستی به را آن ها نمی تواند و می کند عمل ضعیف نویزدار

است. مقاوم نویز برابر در است چگالی بر مبتنی خوشه بندی روش های از که DBSCAN الگوریتم مقابل در

، K −means مانند خوشه بندی الگوریتم های سایر برخلاف که است توجه مورد جهت این از الگوریتم این همچنین

باشد، مشخص خوشه ها تعداد قبل از باید و می باشند خوشه تعداد به وابسته که FCM الگوریتم یا K −medoid

ندارد. قبل از خوشه ها تعداد اعلام به نیاز و کند مشخص را خوشه ها تعداد می تواند خود DBSCAN الگوریتم

خوشه بندی را مختلف شکل های با داده هایی می تواند که است این DBSCAN خوشه بندی الگوریتم دیگر مزیت

این در نمی باشند. آن انجام به قادر Fuzzy − C −Menas و K −means مانند دیگر الگوریتم های که کند

است. شده پیشنهاد الگوریتم دو این از استفاده با داده ها خوشه بندی برای ترکیبی رویکرد یک مقاله

خوشه بندی. ،DBSCAN الگوریتم فازی، خوشه بندی کلیدی: واژه های

.68T20 ،78M50 ،91C20 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

یکی چگالی بر مبتنی خوشه بندی الگوریتم های است. داده  پایگاه در دانش کشف مهم تکنیک های از یکی خوشه بندی

از بودن قابل فهم و ساده خوشه ها، شکل به محدودیت عدم هستند. داده  کاوی در خوشه بندی برای اصلی روش های از

این است. چگالی بر مبتنی خوشه بندی روش های پایۀ الگوریتم DBSCAN است. الگوریتم ها این مزایای جمله

نیزعملکرد نویز مقابل در و داده هادارد از زیادی حجم از را متفاوت اشکال و اندازه با خوشه های کشف قابلیت الگوریتم

پارامترهای دقیق مقدار تعیین بودن سخت نظیر مشکلاتی دارای الگوریتم این مزایا، این وجود علی رغم دارد. خوبی

خوشه ها بودن نزدیک هنگام در خوشه ها صحیح عدم تشخیص و متفاوت چگالی با خوشه های عدم تشخیص ورودی،

s.barkhordari@stu.yazd.ac.ir مسئول: *نویسنده
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صورت به که است فازی های روش است گرفته قرار توجه مورد بسیار که ها روش از دیگر یکی می باشد. نیز هم به

استفاده وبا کند مشخص را ها خوشه در داده هر تعلق درصد می کند سعی بلکه نمی دهد قرار خوشه یک در را داده قطعی

مقابله برای گسترده به طور الگوریتم دو هر توسط شده اتخاذ رویکرد گرچه می دهد. نشان را تعلق این عضویت تابع از

برای بهتر روشی به دستیابی برای کدام هر در موجود ضعف به توجه با اما است، شده پذیرفته خوشه بندی مشکلات با

حد تا که کنند پیدا را مقادیری شده سعی روش ها همه در و شده گرفته کار به مختلفی های روش داده ها، خوشه بندی

باشد. نزدیک دقیق راه حل به امکان

خوشه بندی ۲

یک افراز هر کرد. افراز مجزا گروه های به را اشیاء از مجموعه ای می توان آن کمک به که است فرآیندی خوشه بندی،

میزان عوض در و هستند شبیه بسیار یکدیگر به دارند که ویژگی هایی به توجه با خوشه هر اعضاء می شود. نامیده خوشه

.(۲۰۲۱) همکاران و سینگ است. مقدار خوشه هاکمترین بین شباهت

خوشه بندی روش های

یا شباهت اندازه گیری شیوه در تفاوت هایی ولی دارند یکسانی مبنای خوشه بندی روش  های الگوریتم هایا بیشتر چه اگر

سلسله تفکیکی، خوشه بندی مانند دارد وجود روش ها این در خوشه هر اشیاء برای برچسب انتخاب همچنین و فاصله

آخر روش دو به اینجا در که چگالی برمبنای خوشه بندی و فازی* خوشه یندی مدل، مبنای بر بندی خوشه مراتبی،

برای جدید روشی ارایه در سعی دو این ترکیب با و می پردازیم چگالی برمبنای خوشه بندی و فازی خوشه بندی یعنی

داده دارد، تعلق خوشه یک به دقیقا داده هر که قطعی خوشه بندی خلاف بر فازی خوشه بندی در داریم. خوشه بندی

هر به خوشه بندی از پس روش این در دیگر عبارت به باشد داشته تعلق خوشه چندین به مختلف نسبت های به می تواند

نقاط چگالی، برمبنای خوشه بندی الگوریتم  های در می شود. داده نسبت خوشه هر ازای داده هر به تعلق درجه یک داده

DBSCAN به می توان زمینه این در معروف الگوریتم  های از می  گیرند. قرار خوشه یک در و شناسایی زیاد تراکم با

را دورافتاده نقاط شناسایی توانایی الگوریتم این شد. ارائه MartinEster توسط ۱۹۹۶ سال در که کرد اشاره

.(۱۹۹۶) همکاران و ایستر ببرد بین از خوشه بندی نتایج در را آن ها تاثیر می تواند و داشته

FCM الگوريتم ۳

بيشتر يا و خوشه دو عضو نمی تواند و است خوشه يک فقط و يک به متعلق ورودی نمونه هر کلاسيک، خوشه بندی در

يک از بيش به متعلق می تواند نمونه يک فازی خوشه بندی در حالی که در ندارند، خوشه هاهمپوشانی عبارتی به باشد.

است، عناصر از ای مجموعه خوشه هر کنيم فرض که است ترتيب اين به فازی خوشه بندی در بنيادين ايده باشد. خوشه

باشد خوشه يک عضو بتواند فقط عنصر يک که حالتی از مجموعه اين در عناصر عضويت تعريف در تغيير با سپس

*Fuzzy clustering
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دسته بگيرد، قرار خوشه چندين داخل مختلف عضويت های درجه با می  تواند عنصر هر که حالتی به افرازی)، (حالت

کنيم. ارائه واقعيت با منطبق  تر بندی هايی

خوشه بندی در برد. نام را Fuzzy −C −Menas الگوريتم  می توان فازی بندی خوشه پايه ای الگوريتم های از

بين شباهت و حداكثر خوشه هر درون داده های بين شباهت كه شوند تقسيم خوشه هايی به داده ها تا می شود سعی

يک به داده هر كه مشكلی حل دليل به .(۱۹۸۱) همکاران و بزدک شود حداقل متفاوت خوشه های درون داده های

است. شده پيشنهاد FCM خوشه بندی روش می  شود، داده نسبت تكرار هر در خاص خوشه

است: صورت بدين الگوريتم اين كامل روال

FCM الگوریتم .۱ الگوریتم

شروع .۱

هرخوشه برای اوليه ومراکز الگوريتم بودن فازی مقدار خوشه ها، تعداد اوليه مقدار تعيين .۲

نظر مورد خوشه به داده هر تعلق مقدار محاسبه .۳

خوشه هر برای جديدی مراكز مقدار محاسبه .۴

آن هادر مقدار با جديد مرحله در خوشه ها داده هابه تعلق ميزان تفاوت مقدار زماني كه تا ۴ و ۳ مراحل تكرار .۵
باشد. داشته آستانه مقدار يک از كمتر تفاوتی قبل مرحله

پایان .۶

با و می کند عمل خوبی به دارند همپوشانی که داده هایی با کار هنگام FCM خوشه بندی شد بیان که طور همان

مرکز است ممکن شوند قایل تفاوت نویز و داده نقاط بین نمی توانند انجاکه از و دارد خوبی عملکرد نویز بدون داده های

می کنیم. DBSCANاستفاده الگوریتم از الگوریتم بهبود و مشکل این رفع برای شود. جذب پرت نقاط سمت به

DBSCAN االگوریتم ۴

در الگوریتم معروف  ترین K − means خوشه بندی الگوریتم از بعد بتوان شاید را * DBSCAN الگوریتم

الگوریتم که است این K −means با الگوریتم این اصلی تفاوت های از یکی دانست. داده ها خوشه بندیِ حوزه ی

غلظتِ بر مبتنی خوشه هارا می تواند الگوریتم خودِ و ندارد کاربر توسط خوشه تعدادِ تعیین به نیاز DBSCAN

داده ها نزدیکی یافتن برای روشی نیازمند خوشه بندی روش های دیگر مانند به نیز الگوریتم این کند. آن هاشناسایی

نیازمند الگوریتم، تشریح برای نمود. استفاده (شباهت) فاصله اندازه گیری جهت اقلیدسی فاصله از می توان که است

*Density Based Spatial of Application with Noise
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از یکی دارد. وجود پارامتر دو DBSCAN الگوریتم در می شود: داده توضیح که می باشد اولیه پارمترهای با آشنایی

MinPoints به که است خوشه یک در موجود نقاط حداقل دومی و می دهیم نشان Epsilon به که است آن هاشعاع

از کمتر مفروض نقطه یک با اش فاصله که نقطه ای هر دارد. فاصله ای دیگر نقاط با داده از نقطه هر می دهیم. نشان

باشد، داشته همسایه MinPoints که مفروض نقطه هر می شود. حساب نقطه آن همسایه عنوان به باشد Epsilon

است. مرکزی نقطه یک

انتخاب را می شود) برداری فضای در نقطه یک همان (که نمونه یک ابتدا الگوریتم این است. ساده الگوریتم کار نحوه ی

شعاع آن در الگوریتم اگر می گردد. فضا در نقطه این برای همسایه دنبال به Epsilon شعاع به توجه با و می کند

خوشه یک به هم با نقطه ها آن همه ی آن گاه کند، پیدا نقطه MinPoint تعدادِ به توانست حداقل Epsilon مشخص

در Epsilon شعاع با دوباره تا می رود فعلی نقطه همجوار نقطه های از یکی دنبال به سپس الگوریتم می گیرند. تعلق

همه دوباره الگوریتم این شوند، پیدا بازهم جدید همسایه ی نقاط تعدادِ اگر و بگردد دیگر همسایه نقاط دنبالِ به نقطه آن

کامل خوشه این نکرد پیدا همسایگی در جدیدی نقطه ی اگر و می دهد قرار خوشه یک در قبلی نقاط با را جدید نقاط آن

شروع و کرده انتخاب را دیگر نقطه یک تصادفی صورت به دیگر نقاط در دیگر خوشه های کردنِ پیدا برای و است شده

به نظر مورد شعاع در الگوریتم که شد پیدا آیتم یک اگر می کند. نقطه آن برای جدید خوشه ی تشکیل و همسایه یافتن به

و می کند شناسایی Outlier یا پرت داده ی عنوان به را آیتم این DBSCAN الگوریتم نکرد، پیدا نمونه کافی تعداد

بتواند تا کند بررسی را نقاط تمامی و بسازد را خوشه ها تمامی بایستی الگوریتم البته نمی دهد. نسبت خوشه ای هیچ به

را دیگر خوشه های بتواند تا می کند پیدا ادامه ترتیب همین به الگوریتم اجرای روند خیر. یا است پرت نقطه یک بفهمد

خوشه ای هیچ به که یتم هایی آخر در و کند خوشه بندی دارند، خود شعاع در داده MinPoints اندازه ی به حداقل که

بررسی نقاط تمامی تا می کند پیدا ادامه آنقدر روند این می شوند. شناسایی پرت داده ی عنوان به نشده اند، داده نسبت

.(۱۹۹۶) همکاران و ایستر شوند

خوشه بندی بهبود برای پیشنهادی الگوریتم .۲ الگوریتم

می کنیم: عمل زیر طریق به پیشنهادی روش به خوشه بندی انجام برای

شروع .۱

اولیه: مقدار دهی .۲

نویز های داده حذف و DBSCAN الگوریتم اجرای طریق از داده مجموعه یک خوشه هادر تعداد تعیین (آ)

تعداد حداکثر تعیین (ب)

بهبود میزان حداقل تعیین (ج)

آن به مربوط خوشه به داده هر تصادفی تخصیص (د)

دهید: انجام را زیر های گام نرسیده اید توقف معیار به که تازمانی .۳
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خوشه هر در داده هر حضور تشخیص و خوشه ها مراکز محاسبه (آ)

خوشه ها مراکز تا هر داده فاصله محاسبه (ب)

ها خوشه برای مکان بهترین یافتن برای آمده دست به فاصله حسب بر هدف تابع محاسبه (ج)

تکرار دو بین هدف تابع بهبود میزان محاسبه (د)

DBSCAN الگوریتم از بود، کمتر بهبود میزان حداقل از که صورتی در بهبود. میزان حداقل با مقایسه (ه)

۳ مرحله تکرار صورت این درغیر و می شود استفاده

تابع بهبود صورتی که در می شود. محاسبه هدف تابع و عضویت تابع مقادیر الگوریتم این از حاصل نتایج (و)

پایان صورت این غیر در و می شود جایگزین جدید نتایج بود، اخر تکرار دو از بهتر جاری درتکرای در هدف

الگوریتم

می یابد. خاتمه الگوریتم برسیم تکرار تعداد حداکثر به یعنی شود، برآورده توقف شرط اگر پایان: .۴

نتیجه گیری و بحث

از استفاده با دارند. را معایبی و مزایا کدام هر که می شود استفاده داده خوشه بندی برای بسیاری روش های از امروزه

همان طور دهد. بهبود را نتایج یکدیگر، ضعف نقاط باپوشش که یافت دست روش هایی به می توان الگوریتم ها ترکیب

می شود. ضعف دچار نقاط این وجود با اما دارد مناسبی عملکرد نویز نقاط نبود در FCM الگوریتم شد بحث قبلا که

این ترکیب با مقاله دراین کند. خوشه بندی داده هارا می تواند خوبی به شرایط دراین DBSCAN الگوریتم مقابل در

دو یابیم. دست FCM با مقایسه در بهتری نتایج به و رفع مشکل این که شود ارائه روشی شد سعی الگوریتم دو

گرفته انجام ویژگی ۴ با زنبق گل روی بر MODFCM پیشنهادی الگوریتم و FCM الگوریتم روی آزمایش دسته

تعداد تعیین برای که است این FCM با مقایسه در آزمایشات تمام در پیشنهادی الگوریتم قوت نقاط از یکی است.

ارزیابی با براین، علاوه است. یافته بهبود الگوریتم خوشه مناسب تعداد تعیین با و نیستیم مواجه مشکل با خوشه ها

از بهتر مساوی تکرار تعداد با پیشنهادی درالگوریتم هدف تابع بهبود گردید مشخص الگوریتم، دو هر در هدف تابع

است. شده داده نشان نتایج ۱ جدول در که است FCM الگوریتم

ها الگوریتم مقایسه جدول :۱ جدول

تکرار تعداد هدف تابع الگوریتم
۱۵ ۱۴/۱۶۹۳۷۶ FCM
۱۹ ۱۲/۴۶۹۲۸۶ FCM
۱۵ ۱۲/۶۷۰۰۰۸ MODFCM
۱۹ ۱۲/۱۷۰۰۰۸ MODFCM

می نشان نتایج که شد بررسی الگوریتم دو عملکرد RAND شاخص و ژنتیک الگوریتم از استفاده با همچنین

یافته کاهش تکرار تعداد و است بیشتر پیشنهادی الگوریتم سرعت اما رسند می نهایی جواب به هردو که اگرچه که دهد

٫۴۶ تکرارها اغلب در پیشنهادی الگوریتم برای شده تولید جمعیت اولین در RAND شاخص این بر علاوه است.
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(ب) (الف)

MODFCM الگوریتم عملکرد ارزیابی ب: FCM الگوریتم عملکرد ارزیابی الف: :۱ شکل

MODFCM و FCM الگوریتم دو ارزیابی نمودارهای است. ٫۴۱ حدود ، FCM برای مقدار همین که می باشد

است. مطلوب خوشه بندی به رسیدن در پیشنهادی الگوريتم بهتر عملکرد از نشان که است شده  داده زیر در

مراجع

Bezdek, J. C., Coray, C., Gunderson, R. and Watson, J. (1981). Detection and characteri-

zation of cluster substructure i. linear structure: Fuzzy c-lines. SIAM Journal on Applied

Mathematics, 40(2), 339-357.

Singh, T., Saxena, N., Khurana, M., Singh, D., Abdalla, M. and Alshazly, H. (2021). Data

clustering using moth-flame optimization algorithm. Sensors, 12

Ester, M., Kriegel, H. P. and Sander, J., (1996). A Density Based Algorithm for Discovering

Clusters inLarge Spatial Databases with Noise, Proceedings of 2nd International Confer-

ence on Knowledge Discovery and Data Mining.



فراابتکاری الگوریتم های از استفاده با اینترنت اشیاء درخواست های زمان بندی

فرشی* محمد و ابراهیمی مود سپهر بحرانی پور، فاطمه

یزد. دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم بخش

نوظهور خدمات از گسترده ای طیف تا است یافته تکامل تاملی قابل سرعت با اخیر سال چند در اینترنت اشیاء چکیده:

مشارکت به شدت به اینترنت اشیاء شبکه های در خدمات ارائه کیفیت ببخشد. تحقق را جدید کاربردی برنامه های و

وابسته اینترنت اشیاء هوشمندی میزان و ارتباطات تا محاسبات داده، سنجش از عملکردهایی انجام برای دستگاه ها

تولید انبوه داده های پردازش و خدمات انجام برای دارد که فردی به منحصر ویژگی های دلیل به ابری رایانش است.

ابری سیستم یک کارایی افزایش باعث مناسب زمان بندی برنامه یک از استفاده طرفی از است. محبوب بسیار شده،

از استفاده با سپس می شود، تعریف ابری فضای در انرژی بهینه سازی برای مدل سیستم یک ابتدا مقاله این در می شود.

الگوریتم از استفاده می دهد نشان نتایج می شود. انجام درخواست ها زمان بندی بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم

بهینه سازی کیفیت بهبود باعث فاصله توان مجموع مقیاس گذاری روش از استفاده با بهبودیافته خزندگان جستجوی

می شود. مقایسه ای روش های سایر به نسبت

ابری. محاسبات فاصله، توان مجموع زمان بندی، اینترنت اشیاء، خزندگان، جستجوی الگوریتم کلیدی: واژه های

مقدمه ۱

حوزه در مهم تحقیقاتی موضوعات از انرژی مصرف بهینه سازی برای به روز و جدید راه های یافتن و انرژی مدیریت

زمان بندی طریق از منابع تخصیص انرژی، مدیریت برای رویکرد یک است. بوده اخیر سال های در اینترنت اشیاء

در را (QoS) خدمات ارائه کیفیت می تواند وظایف زمان بندی برای هوشمند روشی یافتن است. درخواست ها

درخواست هاست به منابع تخصیص نحوه ی شناسایی زمان بندی الگوریتم های همه هدف دهد. افزایش ابری سرویس های

یک ابتدا مقاله این در .(۲۰۲۲) ایمران شود انجام ممکن زمان کوتاه ترین در درخواست ها از مجموعه ای پردازش تا

خزندگان جستجوی الگوریتم از استفاده با سپس می شود، ارائه انرژی بهینه سازی برای هدف تابع و مدل سیستم

و WOA ،HHO الگوریتم های با الگوریتم این از حاصل نتایج می شود. انجام درخواست ها زمان بندی بهبودیافته

مقایسه الگوریتم، عملکرد در مقایس گذاری روش تاثیر مشاهده ی برای نهایت در است. شده مقایسه مورچگان کلونی

m.farshi@stu.yazd.ac.ir مسئول: *نویسنده
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مقیاس گذاری بدون (RSA) خزندگان جستجوی الگوریتم و (MRSA) بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم بین

است. شده انجام

مدل سیستم ۲

درخواست های اول لایه در است. شده گرفته نظر در لایه سه صورت به اینترنت  اشیاء شبکه معماری مقاله این در

حجم که صورتی در می شود. انجام محلی به صورت محاسبات مه لایه ی در می شود. تولید دستگاه ها توسط اینترنت اشیاء

که می گیریم نظر در را درخواست ها از مجموعه ای بنابراین می شوند. ارسال ابر به پردازش برای باشد بالا محاسبات

که مه و ابر منابع از ای مجموعه و هستند درخواست اعتبار زمان مدت حجم، شروع، زمان مانند ویژگی هایی دارای

فعالیت زمان مدت حسب بر متفاوتی انرژی مصرف میزان و تاخیر پردازش، قدرت نظر از متفاوتی قابلیت های دارای

است. داده شرح کامل به طور (۲۰۱۹) ابوروکبا پژوهش در مدل سیستم این جزئیات دارند. بیکاری و

مساله کردن فرموله ۱ .۲

داشته R = {r۱, r۲, ..., rn}. مانند مجموعه ای می کنیم فرض هدف تابع تعریف از پیش مساله کردن فرموله برای

که ،S = {s۱, s۲, ..., sm} مانند مجموعه ای و می دهد نشان را پردازش برای موجود درخواست های که باشیم

لایه ی دستگاه های از ارسالی درخواست های انواع پردازش قابلیت سرورها این می دهد. نشان را مه و ابر سرورهای

می شود. تعریف زیر صورت به هدف تابع دارند. را اول

F = argminXij

∑m
i=۱E(si)

سرور یک انرژی مصرف محاسبه ی جزئیات می دهد. نشان را iام سرور برای انرژی مصرف میزان E(si) تابع این در

شده داده شرح کامل به طور (۲۰۱۸) میشرا پژوهش در پردازش در تاخیر و بیکاری و فعالیت زمان مدت حسب بر

رسیدن از پس پردازش شروع کار، انجام مهلت نرفتن دست از جمله از محدودیت هایی هدف تابع این برای است.

می گیریم. نظر در است، شده داده شرح (۲۰۱۹) ابوروکبا پژوهش در که غیره و منبع به درخواست

بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم ۲ .۲

لایس همکاران و ابوعلیگاه لیث توسط کروکدیل ها شکار رفتار طبیعت از گرفته الهام خزندگان جستجوی الگوریتم

شکار حبس، در کروکودیل ها رفتار براساس جواب ها موقعیت بروزرسانی است. شده معرفی ۲۰۲۲ سال در (۲۰۲۲)

بهره وری. فاز و کاوش فاز اولیه، جمعیت تعیین می شود: انجام فاز سه در الگوریتم این می شود. انجام اجتماعی رفتار و

رفتار از مساله فضای در کاوش برای دوم فاز در می شود. ساخته اولیه جمعیت مساله ویژگی های به باتوجه اول فاز در

بهره وری برای سوم فاز در است. خزیدن و بلند گام های با حرکت شامل که است شده گرفته الهام کروکدیل ها حرکتی

شده ی فرموله است. شده گرفته الهام شکار به شدن نزدیک نحوه ی و شکار در کروکودیل رفتار از بهینه جواب یافتن و
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به خوبی الگوریتم فاز هر برای اینکه با دارد. وجود (۲۰۱۵) ژانگ پژوهش در کامل به طور جزئیات و الگوریتم ایده ی

با مسائل حل در الگوریتم این اما است، شده تقویت بهره وری و کاوش قابلیت های و است شده انجام شبیه سازی

است. ... و محدود جواب فضای زودرس، همگرایی مانند مشکلاتی درگیر هدف تابع در بیشتر قیود و بالاتر پیچیدگی

پیچیده تر مسائل حل برای را الگوریتم این که الگوریتم بهبودیافته ی نسخه ساخت مشکلات این کردن برطرف برای

که است شده استفاده توان فاصله ی مجموع مقیاس گذاری روش از مهم این انجام برای است. ضروری می کند، آماده

می پردازیم. آن به ادامه در

توان فاصله ی مجموع مقیاس گذاری ۱ .۲ .۲

ضمن این کار انجام با می کند. مقیاس فاز هر از بعد را هدف تابع ارزیابی مقادیر (۱) رابطه ی از استفاده با روش این

می یابد افزایش کاوش قابلیت جواب ها فواصل معیار انحراف افزایش با الگوریتم اجرای ابتدای در انتخاب فشار کنترل

همگرا بهینه جواب به الگوریتم هدف، تابع ارزیابی مقادیر فواصل معیار انحراف کاهش با الگوریتم آخر تکرار های در

سوم فاز در و نیفتد اتفاق زودرس همگرایی دومم فاز در می شود باعث گذاری مقیاس از استفاده عبارتی به می شود.

شود. انتخاب سراسری بهینه جواب

fitsi =

[ ∑
fitj∈fit+j

(fiti − fitj)۱/α

]α
−

[ ∑
fitj∈fit−j

fitj − fiti)α
]۱/α

, (۱)

ارزیابی مقادیر معیار انحراف می شود. محاسبه جمعیت iام عضو برای fitsi ارزیابی، مقادیر شده مقیاس مقدار

در اثبات جزئیات می شود. محاسبه (۲) رابطه ی توسط شده نرمال مقدار نهایت در می شود. محاسبه α ضریب توسط

است. شده بررسی کامل طور به (۲۰۲۰) ابراهیمی پژوهش

Mi(t) =
fitsi − fitsworst∑N
j=۱fit

s
j − fitsworst

. (۲)

شبیه سازی ۳

توزیع از سرورها تاخیر و پردازش قدرت درخواست ها، تولید است. شده استفاده متلب نرم افزار از شبیه سازی انجام برای

صورت به که ۵۰۰ پردازش سرعت میانگین با منبع ۱۶ است. شده استفاده مختلف واریانس های و میانگین با نرمال

مشاهده برای همچنین است. شده گرفته نظر در ابر و مه منابع عنوان به شده اند توزیع ۱۰۰۰ تا ۵۰ بازه در گسترده

پکت ۱۰۰۰۰ تا ۱۰۰۰ از درخواست ها پردازش حجم متفاوت اندازه ی با درخواست ها زمانبندی در الگوریتم عملکرد

که درخواست هایی تعداد براساس را الگوریتم ها شده انجام آزمایش های است. شده گرفته نظر در افزایشی به صورت

آماری آزمون از استفاده با ۱ جدول در می کنند. بررسی مصرفی انرژی و تاخیر داده اند، دست از را پردازش مهلت

نظر از الگوریتم ها دارد، وجود (۲۰۱۵) اسماعیل پژوهش در آن تحلیل روش و آماری روش این جزئیات که فریدمن

پایین ترین کسب با پیشنهادی الگوریتم که می دهد نشان نتایج گرفته اند. قرار بررسی مورد انرژی بهینه سازی در عملکرد
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تاخیر بهینه سازی بررسی :۱ شکل

بررسی الگوریتم های از استفاده با انرژی و تاخیر بهینه سازی ۲ و ۱ شکل دارد. انرژی بهینه سازی در نتیجه بهترین رتبه،

توان مجموع مقیاس گذاری روش از استفاده که است واضح شکل به باتوجه می دهد. نشان را پژوهش این در شده

است. داشته بهتری عملکرد تاخیر بهینه سازی در پیشنهادی الگوریتم فواصل

فریدمن آزمون :۱ جدول

الگوریتم ها رتبه
پیشنهادی روش ۱۴٫۵۶

HHO ۱۷٫۷۹
WOA ۱۸٫۶۹

مورچگان کلونی ۲۴٫۸۹
Pvalue(α = ۰٫۰۵) Reject=۰٫۰۰۰۰۱

یکسان شرایط با مساله حل برای الگوریتم عملکرد در فواصل توان مجموع مقیاس گذاری روش تاثیر بررسی برای

واقعی تر برای است. شده انجام بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم و خزندگان جستجوی الگوریتم با شبیه سازی

نتایج است. شده گرفته نظر در تکرارها این طی جواب ها میانگین و شده اند اجرا تکرار ۵۰ الگوریتم ها تمام نتایج، بودن

روش توسط بهره وری و کاوش قابلیت های تقویت دلیل به بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم می دهد نشان عددی

مقادیر، کردن مقیاس طریق از هدف تابع ارزیابی مقادیر معیار انحراف کنترل و فواصل توان مجموع مقیاس گذاری

را الگوریتم دو این برای شده بهینه انرژی میانگین ۳ شکل دارد. بهتری عملکرد خزندگان جستجوی الگوریتم به نسبت

می دهد. پیشنهاد را تر بهینه انرژی مقدار با زمان بندی بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم وضوح به که می دهد نشان

درخواست ها گردازش حجم میانگین افزایش با می دهد. نشان را رفته دست از کار انجام مهلت مقایسه ی ۴ شکل

الگوریتم می دهد نشان شبیه سازی نتایج نمی کنند پیدا دسترسی منبع به خود مهلت به رسیدن تا درخواست ها از برخی

می کند. درخواست ها مهلت دادن دست از به شروع پکت ۷۰۰۰ از بیش پردازش حجم به رسیدن از بعد پیشنهادی

درخواست ها مهلت دادن دست از به شروع ۶۰۰۰ و ۵۰۰۰ حجم از بعد شده مقایسه الگوریتم های سایر مقابل در
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انرژی بهینه سازی بررسی :۲ شکل

دارند. بیشتری رفته دست از درخواست های تعداد و می کنند

نتیجه گیری و بحث

درخواست های زمان بندی برای می شود. تعریف هدف تابع یک تاخیر و پاسخ زمان ماکزیمم برحسب ابتدا مقاله این در

کاوش قابلیت های مساله محدودیت های به توجه با است. شده استفاده خزندگان جستجوی الگوریتم از اینترنت اشیاء

پاسخ هایی زودرس، همگرایی مانند مشکلاتی ایجاد باعث و شده اند مواجه ضعف با اجرا در الگوریتم این بهره وری و

و بهره وری و کاوش قابلیت های کنترل با فاصله توان مجموع مقیاس گذاری روش از استفاده می شود. پایین کیفیت با

کارایی افزایش باعث پویا به صورت انتخاب فشار تنظیم و تکاملی الگوریتم های مهم قابلیت دو این بین تعادل ایجاد

توانسته روش ها سایر با مقایسه در بهبودیافته خزندگان جستجوی الگوریتم می دهد نشان نتایج بررسی می شود. الگوریتم

کند. کسب بهتری نتایج است
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شبه نیوتن روش بر مبتنی طیفی HS مدل از کاهشی خانواده ای

اشرفی علی و خوش سیمای برگرد* مریم

سمنان دانشگاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضی، دانشکده ریاضی، گروه

از کارآمد خانواده یک عنوان به که طیفی† مزدوج گرادیان روش های از خانواده ای پژوهش، این در چکیده:

پارامتر آن در که می گردد مطرح می شوند، گرفته نظر در نامقید بهینه سازی مسائل حل برای مزدوج گرادیان روش های

جهت ماتریس بین فاصله که می شود محاسبه گونه ای به نیوتن، شبه روش های ارزشمند ویژگی های به توجه با طیفی،

برای گردد. کمینه (برویدن‡‑فلچر§‑گلدفارب¶‑شانو�) BFGS به روزرسانی و طیفی مزدوج گرادیان روش جستجوی

تحلیل می شود. تصویر هدف تابع گرادیان بر متعامد زیرفضای بر جستجو جهت کاهشی، کافی ویژگی به دستیابی

روش عملی مزایای نهایت، در می گردد. انجام کلی توابع برای استاندارد مفروضات تحت پیشنهادی روش همگرایی

دولان‑ معیار از استفاده با CUTEr کتابخانه آزمایشی مسائل از مجموعه ای روی عددی آزمایش های با پیشنهادی

می دهد. نشان را روش این محاسباتی کارایی آن نتایج که می شود بررسی موره**

همگرایی کاهشی، کافی خاصیت شبه نیوتن، روش طیفی، مزدوج گرادیان روش غیرخطی، برنامه ریزی کلیدی: واژه های

سراسری.

.90C30 ،90C06 ،49M37 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

ارائه (۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد مارتینز‡‡ و بیرجین†† توسط بار اولین که طیفی مزدوج گرادیان روش

مساله حل برای روش ها کارآمدترین از یکی مطلوب، عددی عملکرد همچنین و بالا پایداری و کارایی دلیل به شد،
m.khoshsima@semnan.ac.ir مسئول: *نویسنده

†Spectral conjugate gradient method
‡Broyden
§Fletcher
¶Goldfarb
‖Shanno

**Dolan–Moré
††Birgin
‡‡Martínez



اشرفی علی و خوش سیمای برگرد ۳۳مریم

روش ، این است. مشتق پذیر تابعی f : Rn → R هدف تابع که می شود گرفته نظر در min
x∈Rn

f(x) نامقید بهینه سازی

توسط را {xk}k≥۰ مانند تکرارها از دنباله ای

x۰ ∈ Rn, xk+۱ = xk + sk, sk = αkdk, ∀k ≥ ۰, (۱)

صورت به شده تعریف جستجوی جهت dk آن در که می کند تولید

d۰ = −g۰, dk+۱ = −ηkgk+۱ + βkdk, ∀k ≥ ۰, (۲)

است گامی طول (؟؟) در αk مثبت اسکالر معروفند. مزدوج و طیفی پارامترهای به ترتیب به βk و ηk > ۰ که است

می آید. بدست (۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد ولف* خطی جستجوی از اغلب که

معرفی زیر صورت به اشتیفل‡ و هستنس† توسط که است HS پارامتر مزدوج، پارامترهای اساسی ترین از یکی

شد:

βHSk =
gTk+۱yk

dTk yk
. (۳)

جهت از استفاده با تکرارها خودکار مجدد شروع ،HS روش اصلی مزیت های از یکی .yk = gk+۱ − gk آن در که

عددی بازده به منجر که است (۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد انباشتگی§ پدیده وقوع هنگام کاهش تندترین

است. خطی جستجوی تکنیک هر از مستقل مزدوج¶ شرایط برآوردن به قادر روش این این، بر علاوه می شود. مطلوب

جستجوی از زمانی که لزوما شرط این ولی همگراست، سراسری به طور دقیق خطی جستجوی تحت HS روش اگرچه

جهت را محققین از بسیاری توجه روش این اصلاحات برخی رو، این از نمی گردد. برآورده می شود استفاده نادقیق خطی

(۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد در ژانگ** و هگر� راستا، این در است. کرده جلب خود به نقص این رفع

جستجوی جهت تکرار، هر در که اینست روش این بارز و مهم ویژگی کردند. ارائه را HS روش از یافته ای بهبود نسخه
کاهشی†† کافی شرط در خطی جستجوی هر از مستقل شده تولید

gTk dk ≤ −τ∥gk∥۲, ∀k ≥ ۰, (۴)

می کند. صدق است، اقلیدسی‡‡ نرم بیان گر ∥.∥ و مثبت ثابتی τ آن در که

*Wolfe line search
†Hestenes
‡Stiefel
§Jamming phenomenon
¶Conjugacy conditions
‖Hager

**Zhang
††Sufficient descent property
‡‡Euclidean norm



شبه نیوتن۳۴ روش بر مبتنی طیفی HS مدل از کاهشی خانواده ای

طیفی HS مزدوج گرادیان روش از کاهشی خانواده ۲

را ما شبه نیوتن، به روزرسانی های سایر با مقایسه در بی حافظه مقیاس شده BFGS به روزرسانی عددی و نظری برتری

HS مزدوج گرادیان روش یک ،(۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد در شده ارائه رویکرد اساس بر تا داشت آن بر

از زیر فرم پری*، دیدگاه از الهام با راستا، این در کنیم. معرفی طیفی مزدوج گرادیان مدل چارچوب در اصلاح شده

می گیریم: نظر در را (؟؟) توسط شده تعریف مزدوج پارامتر با (۲) جستجوی جهت

d۰ = −g۰, dk+۱ = −Ak+۱gk+۱, ∀k ≥ ۰,

آن در که

Ak+۱ = ηkI −
dky

T
k

dTk yk
.

ماتریس و Ak+۱ جستجوی جهت ماتریس بین فاصله کمینه سازی با را ηk طیفی پارامتر مقدار داریم قصد حال

مساله حل با ηk پارامتر دقیق تر، به طور نمائیم. محاسبه Hk+۱ یعنی بی حافظه مقیاس شده BFGS به روزرسانی

min
ηk
∥Ek+۱∥F , (۵)

دست کاری های از پس می گردد. تعیین است، فروبنیوس† نرم نشان دهنده ∥.∥F Ek+۱و = Ak+۱−Hk+۱ آن در که

می آید: بدست زیر به صورت (۵) مساله جواب جبری،

η∗k = ۱ +
∥sk∥۲

sTk yk
+ θk

(
∥sk∥۲∥yk∥۲

(sTk yk)
۲ − ۱

)
,

کند صدق ولف شرایط در αk گام طول هرگاه می گردد تضمین کوشی‑شوارتز‡ نامعادله از استفاده با آن بودن مثبت که

می کنیم: تعریف η∗k بودن کراندار تضمین منظور به باشد. مثبت θk مقیاس پارامتر و

η̂k = max {ηmin,min{ηmax, η∗k}} , (۶)

می باشند. ثابت ۰ < ηmin < ηmax آن در که

جهت ،(۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد در شده ارائه استدلال همانند (۴) کاهشی کافی شرط ایجاد برای

می کنیم تصویر gk+۱ بر متعامد زیرفضای بر را βk = βHSk و ηk = η̂k با (۲) توسط شده تعریف dk+۱ جستجوی

داشت: خواهیم صورت این در که

d۰ = −g۰, dk+۱ = −η̂kgk+۱ + βHSk

(
I −

gk+۱g
T
k+۱

∥gk+۱∥۲

)
dk, k ≥ ۰. (۷)

*Perry
†Frobenius norm
‡Cauchy-Schwartz
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(۷) رابطه از آن جستجوی جهت که می شود اطلاق طیفی مزدوج گرادیان روش های از خانواده ای به PSHS ادامه، در

می گردد. محاسبه (۶) رابطه توسط η̂k آن در که آمده بدست

می کند. صدق τ = ηmin با (۴) کاهشی کافی شرط در ،PSHS روش جستجوی جهت   .۱ لم

در (۷) طرفین ضرب با k ≥ ۰ برای .d۰ = −g۰ زیرا است برقرار وضوح به نتیجه آن گاه ،k = ۰ اگر اثبات.

داشت: خواهیم gTk+۱

gTk+۱dk+۱ = −η̂k∥gk+۱∥۲ + βHSk gTk+۱

(
dk −

gTk+۱dk

∥gk+۱∥۲ gk+۱

)
= −η̂k∥gk+۱∥۲ + βHSk gTk+۱dk − βHSk gTk+۱dk = −η̂k∥gk+۱∥۲ ≤ −ηmin∥gk+۱∥۲.

2

می پردازیم. f هدف تابع تحدب فرض گرفتن نظر در بدون پیشنهادی مدل سراسری همگرایی تحلیل و تجزیه به حال،

N باز همسایگی یک در همچنین، است. کراندار L = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f(x۰)} تراز مجموعه .۱ فرضیات

L مانند مثبتی ثابت یعنی می کند؛ صدق شیتز لیپ شرط در ∇f و است پذیر مشتق پیوسته طور به f تابع ،L از

طوری که به  دارد وجود

∥g(x)− g(y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ N . (۸)

طوری که به دارد وجود λ > ۰ ثابت که می کنند تضمین فوق مفروضات

∥g(x)∥ ≤ λ, ∀x ∈ L. (۹)

یعنی  همگراست؛ ولف جستجوی شرایط تحت PSHS روش آن گاه باشند، برقرار ۱ مفروضات اگر .۱ قضیه

lim inf
k→∞

∥gk∥ = ۰. (۱۰)

به دارد وجود ε مانند مثبتی ثابت صورت این در باشد، نادرست (۱۰) نتیجه که کنید فرض تناقض به اثبات.

طوری که

∥gk∥ ≥ ε, ∀k ≥ ۰. (۱۱)

داشت: خواهیم ولف خطی جستجوی شرایط و ۱ لم گرفتن نظر در با

dTk yk = dTk (gk+۱ − gk) ≥ −(۱− σ)gTk dk ≥ (۱− σ)ηmin∥gk∥۲, (۱۲)



شبه نیوتن۳۶ روش بر مبتنی طیفی HS مدل از کاهشی خانواده ای

نوشت: می توان (۱۱) ،(۱۰) ،(۹) ،(۸) ،(۶) روابط همراه به که

∥dk+۱∥ ≤ |η̂k| ∥gk+۱∥+
∣∣βHSk ∣∣ ∥∥∥∥∥I − gk+۱g

T
k+۱

∥gk+۱∥۲

∥∥∥∥∥ ∥dk∥
= |η̂k| ∥gk+۱∥+

∥gk+۱∥ ∥yk∥
|dTk yk|

∥dk∥

≤ |η̂k| ∥gk+۱∥+
λναk ∥dk∥

(۱− σ)ηmin ∥gk∥۲ ∥dk∥

≤ ληmax +
λναk ∥dk∥

(۱− σ)ε۲ηmin
∥dk∥ .

2 می گردد. نظر صرف آن بیان از بنابراین، است. (۲۰۰۶ ، همکاران و (ژانگ از لم۱. ۳ اثبات مانند اثبات ادامه

عددی مشاهدات ۳

همکاران و (امینی MHS+ ،HZ روش های با PSHS روش عملکرد مقایسه برای را عددی نتایج برخی بخش، این در

PSHS روش های برای θk مقیاس پارامتر مقدار می کنیم. ارائه (۲۰۰۶ ، یوآن و (سان SMLBFGS و (۲۰۱۹ ،

پیشنهاد (۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد در که همان طور گرفتیم نظر در θk = ∥sk∥۲

sTk yk
برابر را SMLBFGS و

مربوط اطلاعات می گیریم. نظر در PSHS برای را (۶) در ηmin = η−۱
max = ۱۰−۴ ما پیاده سازی ها، در شد.

اطلاعات نیز و ((۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد CUTEr کتابخانه از مساله ۸۷ (شامل آزمون مسائل به

ارائه (۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد در توقف شرط و پیاده سازی ها در استفاده مورد نرم افزاری و سخت افزاری

گرفت. انجام σ = ۰٫۱ و δ = ۱۰−۴ پارامترهای انتخاب با ولف شرایط پایه بر خطی جستجوی همچنین، است. شده

مورد الگوریتم های مقایسه ملاک (۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد تابع ارزیابی کل تعداد و (ثانیه) اجرا زمان

.(۲۰۲۱ ، اشرفی و (خوش سیمای برگرد شد استفاده دولان‑موره معیار از حاصل، نتایج مقایسه برای هستند. بحث

روش ها سایر از اجرا زمان و تابع ارزیابی کل تعداد منظر دو هر از PSHS روش پیداست، ؟؟ شکل از که همان طور

می دهد. نشان خود از بهتری عملکرد

نتيجه گيری و بحث ۴

با روش طیفی پارامتر است. شده ارائه HS طیفی روش های از خانواده ای شبه نیوتن، روش ارزشمند جنبه بر تمرکز با

است. شده محاسبه بی حافظه مقیاس شده BFGS به روزرسانی ماتریس به آن جستجوی جهت ماتریس کردن نزدیک 

خطی جستجوی تکنیک از مستقل سراسری همگرایی و کاهشی کافی شرط تضمین پیشنهادی روش مهم ویژگی

روی بر پیشنهادی روش کارایی از پشتیبانی برای عددی آزمایش های است. هدف تابع تحدب فرض همچنین و

پیشنهادی روش که داد نشان عددی نتایج شده اند. انجام CUTEr مجموعه نامقید بهینه سازی مسائل از مجموعه ای
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A descent family of the spectral HS model based on the quasi–Newton
method

Khoshsimaye–Bargard, M.1, Ashrafi, A.1

1Department of Mathematics, Faculty of Mathematics, Statistics and Computer Science,

Semnan University, Semnan, Iran.

Abstract: The prominent computational features of the Hestenes–Stiefel parameter as one

of the fundamental members of conjugate gradient methods have attracted the attention of

many researchers. Yet, as a weak stop, it lacks global convergence for general functions.

To overcome this defect, a family of spectral version of Hestenes–Stiefel conjugate gradient

methods is introduced. To compute the spectral parameter, in account of worthy properties

of quasi–Newton methods, we minimize the distance between the search direction matrix of

the spectral conjugate gradient method and the BFGS (Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno)

update. To achieve the sufficient descent property, the search direction is projected in the or-

thogonal subspace to the gradient of the objective function. The convergence analysis of the

proposed method is carried out under standard assumptions for general functions. Finally,

the practical merits of the suggested method are investigated by numerical experiments on

a set of CUTEr test functions using the Dolan–Moré performance profile. The results show

the computational efficiency of the proposed method.

Keywords: Nonlinear programming, Spectral conjugate gradient method, Quasi–Newton

method, Sufficient descent property, Global convergence.

Mathematics Subject Classification (2010): 49M37, 90C06, 90C30.



ایران در بهره نرخ تصادفی کنترل کمک به تورم نرخ مدیریت

انصاری سامانی حبیب و دلاورخلفی علی ،* رضایی ابوالفضل

یزد. دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

مطرح بازار فعالان برای راهنما یک عنوان به همیشه و است کلان اقتصاد کلیدی متغیرهای از یکی بهره رخ چکیده:

یک تورم بهینه، مدیریت مسئله در دارند. زیادی نقش اقتصاد پویایی در بهره نرخ و تورم نرخ مانند عواملی است.

برای بنیادی سیاست های دنبال به باید بنابراین است؛ بهره نرخ به وابسته می باشد، کلان اقتصاد ساختاری محصول

مدل این است. شده ریاضی مدل سازی فیشر اثر نظریه و بهره نرخ اساس بر تورم نرخ پژوهش این در بود. مسئله حل

نشان مدل سازی این نتایج است. شده پیاده سازی مرکزی بانک و ایران آمار مرکز داده های روی بر متلب نرم افزار در

دیده مرکزی بانک سیاست های بررسی با است. درصد ۲۲ نزدیک سالانه، تورم نرخ میانگین صورت به که می دهد

ساختار تحقیق این در دارد. تناقض تحقیق این در شده ارائه نتایج با که است ثابت ایران در اسمی بهره نرخ که می شود

می شود. کنترل تورم نرخ بهره، نرخ بهینه کنترل با که می کنیم مطالعه را پویا تصادفی بهینه سازی مسئله یک اساسی

حقیقی. بهره نرخ آزاد، مرز بهینه، مدیریت تصادفی، کنترل بهینه، کنترل تورم، کلیدی: واژه های

مقدمه ۱

اصطلاحات از یکی بهره نرخ است. تغییر حال در همواره و گرفته درس تجربه از که است زنده موجود یک اقتصاد

می باشد. وام گیرنده از آینده در دریافتی و امروز در پرداختی پول ارزش کاهش از جلوگیری بیانگر که است، اقتصادی

همکاران و می کندپرویزی کمک کلان و خرد اقتصاد زمینه در کنترلی سیاست های درک به تورم و بهره نرخ مطالعه

فرایند حداکثری کنترل یافتن پویا، تصادفی بهینه سازی مسئله یک اساسی ساختار مطالعه با اصلی هدف .(۱۳۹۱)

شامل را مختلفی برنامه های کنترل، مسئله شود. تعیین باید که مقداری تابع به رسیدن برای توقف زمان یا است

همکاران و خداوردیزاده فیشر) اثر (نظریه است تورم و اسمی بهره نرخ اختلاف با برابر حقیقی بهره می شود.نرخ

.(۲۰۱۷) داوودی و میکندانصاری سامانی متعادل را خدمات و کالاها تقاضای و عرضه حقیقی بهره نرخ .(۱۳۹۸)

سیاست های از استفاده با می کند. پیچیده کاملا را مسئله بر حاکم روند بهره) نرخ و تورم (نرخ جزء دو بین شدن جفت

نرخ انتشار سطح میانگین بازگرداندن تورم، بهینه مدیریت کار روند کرد. کنترل را تورم نرخ میتوان مرکزی بانک پولی

ab.rezaee55@gmail.com مسئول: *نویسنده
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هدفگذاری با مرکزی بانک پولی سیاست طریق از می توان را دوم سطح است. بهره نرخ شده کنترل کاملا جزء از تورم،

تغییرات با حقیقی بهره نرخ تصادفی کنترل می گذارد. منفی تأثیر تورم، نرخ بر بهره نرخ واقع در کرد. تنظیم تورم

مصرف باشند، می گرفتن وام به قادر بیشتری افراد بهره، نرخ کاهش با میشود. تورم هدف گذاری به منجر محدود،

مصرف کنندگان بهره ، نرخ افزایش با دیگر طرف از و کند می رشد اقتصاد نتیجه در کنند می خرج بیشتری پول کنندگان

همکاران و می شودخداوردیزاده کم تورم و است بالاتر انداز پس بازده زیرا دارند کردن پس انداز به بیشتری تمایل

است. یافته توسعه کشورهای از بالاتر خیلی ایران در تورم نرخ است. ثابت ایران در اسمی بهره نرخ .(۱۳۹۸)

عملکردی فضای ۲

احتمال فضای یک توسط نامشخص محیط یک در زمان از لحظه هر در آن وضعیت که می گیریم نظر در پویا سیستم یک

مخلوطی می توان را کنترل کلی فرمول یک در کنیم. توصیف را حالت پویایی باید سپس می شود، مشخص (ΩP,F , P )

در را (Ω,F ,F, P فیلترشده( احتمال فضای قسمت این در کرد. ترکیب توقف زمان و کنترل زمان جفت، یک از

همکاران و می پذیردفدریکو خود در را بعدی دو برآونی حرکت یک اطلاعات افزایش با F := (Ft ≥ ۰) که نظرگرفته

.(۲۰۲۰)

← ← It = Rt + π(t) فیشر اثر نظریه کمک با

با می شود. ریاضی مدلسازی بهره نرخ اساس بر تورم نرخ میانگین)، به بازگشت (مدل واسیچیک مدل از ایده گیری و

فرایند برای لانجوین (معادله است زیر صورت به تورم نرخ تصادفی دیفرانسیل معادله معادله، به (ξt)نویز کردن وارد

dπ(t)اونشتین‑اولنبگ). = α(µ(r) − π(t))dt+ σdWt, t > ۰.

π(۰) = π ∈ R

µ(r) := µ− br.

.(۱۳۹۸) پورکاظمی (۱۳۹۷)؛ کلبانر استسی زیر جواب دارای معادله

π(t) = µ(r) + e−αt[π(۰) − µ(r) +

∫ t

۰
σeαsdWs],

بهره نرخ Rt و اسمی بهره نرخ Itو تورم نرخ π(t)و آنی نوسانات σ و است بهره نرخ مدت بلند میانگین µ(r) ∈ R

زمان برای (σ∗, τ زینی(∗ نقاط .در می گیریم الهام دینکین بازی از است. میانگین به بازگشت سرعت α > ۰ حقیقی

b۱(π)و آزاد مرزهای می شود. تحریک اقتصاد بهره، نرخ کاهش با یا می شود، کنترل تورم بهره، نرخ افزایش با بهینه،

.(۲۰۱۴) فام و می کنندفدریکو بیان را بالا و پایین تورم های نرخ b۲(π)

b۱(π) = inf{r ∈ R|Vr(π, r) > −k}, b۲(π) = sup{r ∈ R|Vr(π, r) < k}.



ح انصاری سامانی، و ع. دلاورخلفی، و ا. ۴۱رضایی،

می کند. تقسیم زیر قسمت ۳ به را حالت فضای آزاد مرزهای


A := {(π, r) ∈ R۲ | Vr(π, r) = −k},

B := {(π, r) ∈ R۲ | −k < Vr(π, r) < k},

C := {(π, r) ∈ R۲ | Vr(π, r) = k}.

دوبار که است تغییر قابل مداوم طور به V ارزش تابع می شود. داده ارائه A،B،Ⅽناحیه هر۳ روی V ارزش تابع .

است. پذیر مشتق

که: می شود داده نشان V ارزش تابع تحدب از گیری بهره با

V ∈ W ۲,∞
loc (R۲;R) = C۱,Lip

loc (R۲;R),

حالت فضای ساده صورت به می پذیرد. را لیپ شیتز شرط و است تغییر حال در زمان پیوسته طور به (R۲,R) روی بر

فرمول مناسب( تقریب روش یک از K حاشیه ای هزینه های آزاد، مرزهای کمک با و می شود گرفته نظر در R۲ روی

این واضح انتخاب ارزش تابع برای .(۲۰۱۴) فام و فدریکو (۲۰۱۹)؛ استابیل و دانجلیس می آید به دست ایتو)

فشردگی، آوردن به دست برای کردن محدود با پیوسته کنترل کند، جایگذاری مطلق با را K محدود تغییر کنترل که است

در هموار جریمه تابع دارد. تمایز به نیاز شود، ساخته جدید مسئله این از ارزش تابع با معادله یک دهید اجازه سپس

اندازه که دهید، اجازه فرایند تمام به فشرده، محدب تابع یک بودن کاهشی غیر و محدب فرض و می شود گرفته نظر

.(۲۰۱۳) کامین می کند تعریف را جریمه باشد، فیلتر مسئله با سازگار گیری

می شود. معرفی هزینه عملکردی تابعی

J (π, r; ξ) := E

[∫ ∞

۰
e−ρt f

(
π(t), Rt

)
dt+

∫ ∞

۰
e−ρtK d|ξ|t

]
.

داریم: اینجا در ∞∫که
۰ e−ρt f

(
π(t), Rt

)
dt ⇒ اجرا ∞∫هزینه

۰ e−ρtK d|ξ|t ⇒ پایانی هزینه

. (۲۰۲۰) همکاران و فدریکو برساند حداقل به را هزینه عملکردی تابعی Vباید ارزش تابع

V (π, r) := infξ∈AJ (π, r, ξ),

(π, r) ∈ R۲.

تابع کرد. مشخص همیلتون‑ژاکوبین‑بلمن معادله با را ارزش تابع می توان، ارزش تابع در محدودیت گرفتن نظر در با

همگرایی می توان راحتی به می دهد. قرار مطالعه مورد را تابع جزیی مشتقات نظر از مسئله Vπتوصیف و است محدب
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.(۲۰۱۹) همکاران و آنجلیس (۲۰۱۴)؛ فام و فدریکو آورد به دست را دوم و اول مرتبه از مشتقات و Vπ

زینی نقاط معرفی و دینکین بازی با مسئله بومی سازی و جریمه از استفاده با جزیی مشتقات توسط شده برآورد متغیر

توقف زمان با صفر مجموع با نفره، دو تصادفی دیفرانسیل بازی یک ارزش ارزش، تابع که می کنیم ثابت است؛ بهینه

.(۲۰۲۰) همکاران و فدریکو است تورم رها سازی یا تورم مهار هدف به بسته اجرا، حال در هزینه است.

حل مسئله tf =∞ برای همیلتون‑ژاکوبین‑بلمن معادله بنابراین است. نامتناهی زمان افق با تصادفی بهینه کنترل

می شود.

max{−vr(π, r)−K, vr(π, r)−K, [(ρ−LT )v(۰, r)](π)−f(π, r)} = ۰, (π, r) ∈ R۲.

و فدریکو (۲۰۱۳)؛ کامین می شود تبدیل معمولی دیفرانسیل معادله یک به مناطق این روی V ارزش تابع

.(۲۰۲۰) همکاران

برای می شود. معرفی را بازی ارزیابی عملکرد سپس شد. آورده یکپارچگی مشکل بر غلبه برای سازی محلی از استفاده

ایتو فرمول با و است لیپ شیتز ارزش تابع دیگر طرف از است. زینی نقطه یک عملکرد ارزیابی تابع و اولیه شرط هر

است. پیوسته R۲روی Vπr تابع و می پذیرد را دوم مرتبه هموار اصل ارزش تابع می شود. حل

بین منطقه در همیلتون‑ژاکوبین‑بلمن معادله برای جوابی می شود، داده نشان و کرده صدق معادله در V ارزش تابع

شود(فرایند می داده ارائه عملکرد دهنده کاهش یا دهنده افزایش عملکرد دو دقیق خطی ترکیب دارد. وجود مرز دو

اونشتین‑اولنبگ).

φ(π) = eαπ
۲/۲σ۲

D − ρ

α
(
π

σ

√
۲α), ψ(π) = eαπ

۲/۲σ۲
D − ρ

α
(−π
σ

√
۲α).

فام و فدریکو دهیم ارائه آزاد مرزهای از مجانبی رفتار دهد، می اجازه ما به عمل ناحیه دو در V ارزش تابع ساختار

.(۲۰۱۴)

V (π, r) = J (K, r, ξ).

آزاد مرزهای که ارائه می کند حلی راه گیرسانوف بهینه انتشار فرایند ساخت با و پذیرفته را آزاد مرزهای لیپ شیتز شرط

بازتاب انتشار خصوصیات و اولیه شرایط از آید. دست به g۲وg۱ معکوس های شبه و معکوس می دهد، اجازه منظم

بهینه کنترل یک است. پیچیده تر بعدی یک از بعدی چند شده بازتاب انتشارهای می شود. استفاده بعدی یک منظم

و فدریکو (۲۰۱۹)؛ استابیل و دانجلیس کرد پیدا آزاد مرزهای از می توان را محدب اکیدا هزینه تابع بفرد منحصر

.(۲۰۱۹) همکاران و آنجلیس (۲۰۱۴)؛ فام

بهینه: کنترل اعمال جهت

بانک  که است بهینه رو این از و می شود اقتصادی توسعه از مانع که است بالا قدر آن بهره نرخ که جایی ،A منطقه
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دهد. کاهش را بهره نرخ مرکزی

که است بهینه رو این از و است تعادل در بیش و کم تولید رشد و تورم نرخ که آن جایی بی تفاوتی منطقه ،B منطقه

نکند. دخالت مرکزی بانک 

بانک  که است بهینه رو این از و می کند ایجاد توجهی قابل تورم که است پایین قدر آن  بهره نرخ که جایی ،C منطقه

دهد. افزایش را بهره نرخ مرکزی

پولی و مالی سیاستهای در نواقص سری یک که می شود دیده ،(۱۴۰۰ −۱۳۱۵ سال (از ایران در تورم نرخ مطالعه با

و عرضه در دخالتی اسمی بهره نرخ است. ثابت ایران در اسمی بهره نرخ است. مدلسازی تحقق مانع که دارد وجود

نرخ وقتی می شود. گذاشته کنار اقتصاد از پولی اهرم یک عملا نتیجه در ندارد؛ ایران اقتصاد در خدمات و کالا تقاضای

غیرمستقیم برآورد نیز و پول نگهداری فرصت هزینه برای معیاری عنوان به تورم نرخ باشد، تأثیر گذار نتواند اسمی بهره

از بالاتر خیلی ایران در تورم نرخ .(۱۳۹۰) همکاران و می شودجعفری گرفته نظر در پول تقاضای بهره ای کشش

است. یافته توسعه کشورهای

نتیجه گیری و بحث

کنترل برای مختلفی روش های شود. کنترل باید تورم آمد، به دست ایران در پیش بینی مدل از که تورمی انتظارات با

اقتصاد در است. مرکزی بانک  توسط تورم مدیریت بهینه راهکار، بهترین شده، انجام مدل سازی با که دارد وجود تورم

ریاضی مدل سازی این در می دهد. نشان واکنش شده هدف گذاری مقدار از تورم انحراف به تنها بانک مرکزی  کلان

عرضه می کند، تعیین اسمی بهره نرخ برای هدف یک بانک مرکزی و است شده مشخص بهینه کنترل اعمال جهت

به پول) تقاضای و پول (عرضه تعادلی بهره نرخ که می یابد، اطمینان و می کند تنظیم است، لازم که سطحی در را پول

حقیقی بهره  نرخ طریق از را اقتصاد بر تأثیر ولی می کند تعیین هدف اسمی بهره نرخ برای مرکزی بانک  می رسد. هدف

تغییراتی با بانک مرکزی شود. تعیین مرکزی بانک  در باید شود، تثبیت نباید اسمی بهره    نرخ بنابراین می کند. اعمال

می شود. کنترل تورم نتیجه در کند کنترل را حقیقی بهره نرخ می تواند می آورد، بوجود عرضه پول و بهره اسمی نرخ در که

مسئولیت پذیر و باشد داشته را کامل استقلال اسمی بهره  نرخ تعیین در مرکزی بانک هست، نیاز مدل این به توجه با

باشد.
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Abstract The interest rate is one of the key macroeconomic variables and is always con-

sidered as a guide for market participants. Factors such as inflation rate and interest rate play

a big role in the dynamics of the economy. In the problem of optimal management, inflation

is a structural product of macroeconomics, it depends on the interest rate; Therefore, one

should look for fundamental policies to solve the problem. In this research, the inflation rate

is mathematically modeled based on the interest rate and the Fisher effect theory. This model

has been implemented in MATLAB software on the data of Iran Statistics Center and Central

Bank. The results of this modeling show that the average annual inflation rate is close to

22 percent. By examining the policies of the central bank, it can be seen that the nominal

interest rate in Iran is constant, which contradicts the results presented in this research. In this



ح انصاری سامانی، و ع. دلاورخلفی، و ا. ۴۵رضایی،

research, we study the basic structure of a dynamic stochastic optimization problem, which

is controlled by the optimal control of the interest rate and the inflation rate.



آزادی درجه چهار با اسکارا ربات معکوس و مستقیم سینماتیک بررسی

صفا علیرضا *و زوار مهدی

گلستان. دانشگاه برق مهندسی گروه

این می گیرد. قرار مطالعه مورد اسکارا بازویی ربات معکوس و مستقیم سینماتیک مسئله حل مقاله این در چکیده:

بررسی مورد را ربات مستقیم سینماتیک ابتدا است. آزادی درجه چهار دارای و بوده سری ربات های دستۀ از ربات

ربات مستقیم سینماتیک محاسبه به و می آوریم بدست را همگن تبدیل ماتریس و دوران ماتریس های و داده قرار

الگوریتم و ژنتیک–هیبرید الگوریتم از استفاده با ربات معکوس سینماتیک مسئله حل نحوه ی به ادامه در می پردازیم.

مسئله حل برای پیشنهادی رهیافت های کارائی متعدد شبیه سازی های با انتها در می شود. پرداخته خاکستری گرگ

می گیرد. قرار ارزیابی مورد اسکارا بازویی ربات معکوس سینماتیک

خاکستری. گرگ الگوریتم ژنتیک، الگوریتم معکوس، سینماتیک مستقیم، سینماتیک اسکارا، کلیدی: واژه های

مقدمه ۱

قابلیت انسان بازوی همانند و شده تشکیل ‡ رابط و † مفصل تعدادی از که هستند دستگاه هایی رباتی بازوهای

بازوی که دارند کاربرد مکان هایی در به طورکلی رباتیک علم و صنعت در رباتی بازوهای دارند. را متنوع استفاده های

و خطا کاهش بالا، سرعت و به دقت نیاز دسترس، از دور مناطق دارد. محدودیت یا نیست آن انجام به قادر یا انسان
§ نهایی مجری باتوجه به می توان را ربات ها این گونه کاربرد بازوهاست. این از استفاده دلایل جمله از احتمالی خطرات

صنعتی بازوی ربات یک اسکارا ربات کرد. خلاصه ... و برش کاری جوشکاری، قطعات، جابه جایی حوزه های در آن

آزادی درجه چهار دارای ربات این است. ¶ انتخابی انطباق مونتاژ ربات بازوی معنی به اسکارا انگلیسی لغت است.

نوع از سوم مفصل و دورانی نوع از چهارم و دوم اول، مفاصل می باشد. مفصل چهار دارای که معنی این به است

ربات های به نسبت کمتر هزینه کم، فضای اشغال سریع، بسیار حرکت به می توان اسکارا ربات مزایای از است. کشویی

m.zavar400@stu.gu.ac.ir مسئول: *نویسنده
†Joint
‡Link
§End Effector
¶SCARA: Selective Compliance Assembly Robot Arm



صفا علیرضا و زوار ۴۷مهدی

معایبی دارای ربات ها سایر مانند هم ربات این معمول طور به نمود. اشاره بالا تکرارپذیری قابلیت و آزادی درجه چهار

درون یابی برای معکوس سینماتیک کنترل کننده نرم افزار به نیاز و دکارتی ربات های به نسبت بیشتر قیمت شامل است

.(۲۰۲۰ ، همکاران و (تشی خطی حرکات

ربات قطعات ۲

در و گیربکس از دورانی مفاصل در که دارند چرخش و جابه جایی قابلیت AⅭ موتورهای سروو به وسیلۀ ربات این مفاصل

الکترومغناطیسی گیره یک ربات نهایی مجری شده، انتخاب نمونۀ در است. شده استفاده * اسکرو بال از انتقالی مفصل

دارد. را مونتاژ کار برای اجسام برداشتن و گرفتن قابلیت که است †

(ب) (الف)

مفاصل وضعیت تغییر (ب) اسکارا؛ ربات (الف) :۱ شکل

ربات مستقیم سینماتیک استخراج و دناویت‑هارتنبرگ قوانین ۳

و (ماریاپن می دهد نتیجه را نهایی مجری انتهایی موقعیت ،θi ، αi ،di ،ai پارامترهای مستقیم سینماتیک در

قوانین وسیله به نهایی مجری انتهایی مختصات و مفاصل به مربوط محورهای چهارچوب .(۲۰۱۶ ، وراباتیران

.(۲۰۱۴ ، جیان و (لیو می شود محاسبه دناویت‑هارتنبرگ

اسکارا ربات برای Ⅾ−H پارامترهای و جدول :۱ جدول

θ (◦) d (سانتی متر) α (◦) a (سانتی متر) رابط
θ∗۱ ۰ ۰ a۱ ۱
θ∗۲ ۰ ۰ a۲ ۲
۰ −d∗۳ ۰ ۰ ۳
θ∗۴ −d۴ ۰ ۰ ۴

همکاران و (لیو است محاسبه قابل زیر صروت به ربات همگن تبدیل دیناویت‑هارتنبرگ، پارامترهای از استفاده با

*Ball Screw
†Electromagnetic Gripper



آزادی۴۸ درجه چهار با اسکارا ربات معکوس و مستقیم سینماتیک بررسی

دناویت‑هارتنبرگ پارمترهای همراه به ربات مفاصل به مختصات چارچوب اختصاص :۲ شکل

است. شده داده بازتاب (الف) ۳ شکل در ربات این کاری فضای که (۲۰۱۲ ،

(۱)

H = T ۰
۴ =


cos (θ۱ + θ۲ + θ۴) − sin (θ۱ + θ۲ + θ۴) ۰ a۱ cos (θ۱) + a۲ cos (θ۱ + θ۲)
sin (θ۱ + θ۲ + θ۴) cos (θ۱ + θ۲ + θ۴) ۰ a۱ sin (θ۱) + a۲ sin (θ۱ + θ۲)

۰ ۰ ۱ −d۳ − d۴
۰ ۰ ۰ ۱



ربات معکوس سینماتیک ۴

پارامترهای باید باشد مشخص ربات انتهایی موقعیت اگر است، ۱ رابطۀ سوم ستون که ربات نهایی مختصات داشتن با

راه  بهینه ترین موردنظر، موقعیت به رسیدن برای ممکن راه های به باتوجه و (ب)) ۳ (شکل شود محاسبه مفصل هر

اختلاف که ،۲ رابطۀ در هزینه تابع باید راه بهینه ترین آمدن بدست برای آمد. خواهند بدست الگوریتم ها وسیله به

.(۲۰۰۵ ، بینگل و (کوکک و (۲۰۱۱ ، (جاسیم شود کمینه است نهایی مختصات و فعلی مختصات

−0.2
−0.1

0
0.1

0.2
0.3

−0.3
−0.2

−0.1
0

0.1
0.2

0.3

−0.24−0.22

(ب) (الف)

ربات معکوس سینماتیک (ب) ربات؛ کاری فضای (الف) :۳ شکل



صفا علیرضا و زوار ۴۹مهدی

Ⅽost =
√

(xout − xee)۲ + (yout − yee)۲ + (zout − zee)۲ (۲)

انتخاب نهایی مختصات عنوان به ربات کاری فضای روی از (−۰٫۲۳,۰٫۲۰,−۰٫۲۰) مختصات مثال عنوان به

الگوریتم در است. شده داده بازتاب ۴ شکل در الگوریتم ها تکرار بار ۱۰۰ ازای به هزینه تابع این مقدار است. شده

۱۰(− ۳) آستانه به خطا که زمانی گیرد، قرار ارزیابی مورد بزرگتری جواب فضای می گردد سعی ابتدا ژنتیک‑هیبرید

(۲۰۱۹ ، داس و (پاندا می شود گرفته بهره نهایی جواب حصول برای Siⅿpⅼex Neⅼⅾer−Ⅿeaⅾ الگوریتم از رسید،

.(۲۰۲۰ ، همکاران و (تشی و
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(ب) (الف)

ژنتیک‑هیبرید الگوریتم روند (ب) خاکستری؛ گرگ الگوریتم هزینه تابع (الف) :۴ شکل

نتیجه گیری و بحث

است. شده داده قرار قسمت این در معکوس سینماتیک محاسبه در متلب نرم افزار از بدست آمده نمودارهای و جداول

GWOGA

10
30

50
70

90Population                     

0

2

4

6

8

tim
e 

(s
)

x_GA&GWO
y_GA&GWO

z_GA&GWO20 40 60 80Poulation                100

0

2

4

6

8

x 10
−3

E
rr

or
s

(ب) (الف)

الگوریتم ها اجرای زمان (ب) الگوریتم ها؛ مختصات خطای (الف) :۵ شکل

به نسبت کمتری هزینۀ تابع و مختصاتی خطای مقدار ژنتیک–هیبرید الگوریتم ، ۲ جدول و ۵ شکل به استناد با

بنابراین می کند. صرف بهینه سازی برای را بیشتری زمان مدت یکسان شرایط در ولی دارد خاکستری گرگ الگوریتم

خطای مقدار با اجرا زمان کردن کمینه اگر و هیبرید – ژنتیک الگوریتم باشد مطلوب هدف خطا مقدار کردن کمینه اگر



آزادی۵۰ درجه چهار با اسکارا ربات معکوس و مستقیم سینماتیک بررسی

بهینه سازی الگورتم های مقایسه :۲ جدول

زمان (s) هزینه تابع Ez (µm) Ey (µm) Ex (µm) الگوریتم  جمعیت
۶٫۴۴۷ ۳٫۴۸× ۱۰−۱۳ ۰٫۱۰ ۰٫۰۹ ۰٫۵۸ G−HA ۱۰۰٫۲۴۱ ۱٫۲۵× ۱۰−۵ ۶۱٫۸۳ ۴۲٫۲۴ ۲۴٫۶۳ GWO
۶٫۵۸۴ ۱٫۳۲× ۱۰−۱۳ ۰٫۸۶ ۰٫۲۶ ۰٫۲۴۱ G−HA ۳۰۰٫۲۷۳ ۱٫۷۸× ۱۰−۶ ۲۸۷۲٫۹۸ ۲۹٫۴۹ ۲۳٫۲۵ GWO
۶٫۷۶۶ ۵٫۵۷× ۱۰−۱۳ ۰٫۵۵ ۰٫۱۷ ۰٫۲۰ G−HA ۵۰۰٫۳۲۳ ۶٫۴۷× ۱۰−۶ ۵۴۹۵٫۱۹ ۱۰٫۹۱ ۵۶٫۹۷ GWO
۶٫۹۷۵ ۴٫۳۷× ۱۰−۱۳ ۲٫۲۵ ۰٫۳۹ ۰٫۶۲ G−HA ۷۰۰٫۴۱۶ ۷٫۶۷× ۱۰−۶ ۱۶٫۵۸ ۲۵٫۵۰ ۶۷٫۷۳ GWO
۷٫۶۶۶ ۲٫۷۰× ۱۰−۱۳ ۰٫۰۳ ۰٫۰۹ ۰٫۰۵ G−HA ۱۰۰۰٫۵۰۴ ۱٫۰۷× ۱۰−۶ ۳۱۰۰٫۴۲ ۱۴٫۳۴ ۱۴٫۸۲ GWO

می کنند. تولید را بهینه تری پاسخ های خاکستری گرگ الگوریتم باشد مدنظر مناسب نسبتاً

تشکر و تقدیر

اندرکاران دست تمامی کردند، بازبینی و بررسی را بنده مقاله که داورانی نمودند، کمک راه این در را بنده که افرادی از

دارم. را تشکر کمال مقالات کتابچه انتشار و کنفرانس این

مراجع

S.Kucuck and Z. Bingul, The inverse kinematics solutions of fundamental robot manipulators

with offset wrist, in IEEE International Conference onMechatronics, 2005. ICM’05., 2005:

IEEE, pp. 197-202.

W. M. Jasim, Solution of inverse kinematics for SCARA manipulator using adaptive neuro-

fuzzy network, International Journal on Soft Computing, vol. 2, no. 4, p. 59, 2011.

S. Liu, T. Huang, J. Mei, X. Zhao, P. Wang, and D. G. Chetwynd,Optimal design of a 4-DOF

SCARA type parallel robot using dynamic performance indices and angular constraints,

2012.

J. Fang andW. Li, Four degrees of freedom SCARA robot kinematics modeling and simulation

analysis, International Journal of Computer, Consumer and Control, vol. 2, no. 4, pp. 20-

27, 2013.

J. Liu, F. Jian, and J. Liu, Four degrees of freedom SCARA robot modeling and simulation,

in 2014 International Symposium on Computer, Consumer and Control, 2014: IEEE, pp.

410-412.



صفا علیرضا و زوار ۵۱مهدی

S. M. Mariappan and A. Veerabathiran, Modelling and simulation of multi spindle drilling

redundant SCARA robot using SolidWorks and MATLAB/SimMechanics, Revista Facultad

de Ingeniería Universidad de Antioquia, no. 81, pp. 63-72, 2016.

M. Panda and B. Das, Grey wolf optimizer and its applications: a survey, in Proceedings of

the Third International Conference on Microelectronics, Computing and Communication

Systems, 2019: Springer, pp. 179-194. [جونز (2004)]

Q. Al-Tashi, H. Md Rais, S. J. Abdulkadir, S. Mirjalili, and H. Alhussian, A review of grey

wolf optimizer-based feature selection methods for classification, Evolutionary machine

learning techniques, pp. 273-286, 2020.



Study of forward and inverse kinematics of SCARA robot with four
degrees of freedom
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Abstract: In this article, solving the problem of forward and inverse kinematics of SCARA

robot arm is studied. This robot belongs to series robots and has four degrees of freedom.

First, we examine the forward kinematics of the robot and obtain the rotation matrices and the

homogeneous transformation matrix and calculate the forward kinematics of the robot. Next,

the method of solving the inverse kinematics problem of the robot is studied using Cultural,

Genetic-Hybrid, Gray Wolf, Firefly, Ant Colony and Particle Swarm algorithms. In the end,

the effectiveness of the proposed approaches for solving the inverse kinematics problem of

the SCARA robot is evaluated with multiple simulations.

Keywords: SCARA, Forward Kinematics, Inverse Kinematics, Genetic-Hybrid Algorithm,

Gray Wolf Optimization.

Mathematics Subject Classification (2010): xxAxx, xxBxx, xxCxx.



گیردار سر یک تیر یک طراحی در توپولوژیک سازی بهینه اعمال

شفیعی علیرضا و فرد* شایان فاطمه

ایران، تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی گروه

ایران یزد، دانشگاه مکانیک دانشکده

و ها ساختمان ساختن کوچک تر و سبک تر در صنعتی جامعه ی رویکرد و تولید از ناشی هزینه های به توجه با چکیده:

میزان ، قابلیت ها بررسی به پژوهش این در است. یافته شدت طراحی مقوله به طراحان رویکرد در تغییر ، ها ماشین

این ارزیابی به منظور شد. پرداخته توپولوژیک بهینه سازی نام به طراحی علم از جدید شاخه ای محدودیت های و کارایی

حجم داد نشان نتایج شد. بررسی توپولوژیکی سازی بهینه با استاتیکی بارگذاری تحت گیردار یکسر تیر مسئله روش

است. درصد ۶۶٫۲۹ برابر نهایی مدل  در شده کاسته

استاتیکی. تنش توپولوژیک، بهینه سازی ، ساختاری بهینه سازی کلیدی: واژه های

.74p99 ،62p30 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

مدل های ساختن سبک تر و کوچک تر به تمایل طراحان مصرفی، خام مواد بودن گران و تولید در بالا هزینه های دلیل به

جواب بهترین کردن پیدا معنای به مهندسی در بهینه سازی دارند. سازی بهینه های الگوریتم و ها روش اعمال با طراحی

نامیده هدف تابع بهینه سازی مسئله در ارزیابی تابع بخشیم. بهبود را ارزیابی تابع به طوری که است، طراحی مسئله برای

بهینه سازی، در می بخشیم. بهبود را آن می شویم قائل بهینه سازی مسئله طرح در که قیدهایی از استفاده با که می شود

می شود: دسته بندی زیر به صورت مسئله

Problem p :

findX = (x۱, x۲, ...)

to minimizef(x)

s.t.gj(x) < ۰, hk(x) = ۰

(۱)

fshayanfard@pnu.ac.ir مسئول: *نویسنده
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توپولوژیک ج)بهینه سازی شکل در ب)بهینه سازی سایزی الف)بهینه سازی ساختاری. بهینه سازی مختلف نوع سه :۱ شکل

هستند مسئله بر حاکم برابری و نابرابری قیود ترتیب به h و g هدف، تابع f طراحی، متغیرهای شامل X مجموعه

.(۲۰۲۱) کومار

می کند. تعیین را جسم اولیه حجم محدوده ی در جرم توزیع بهترین که است پروسه هایی شامل ساختاری بهینه سازی

مختلف نوع سه طراحی در هم اکنون باشد. ... و جابجایی تنش، جنس از می تواند که می گیریم نظر در را قیودی لذا .

.(۲۰۱۳) سیگموند و بندسو می گیرند قرار ساختاری بهینه سازی زیرمجموعه همگی که دارد وجود بهینه سازی از

سایزی) (بهینه سازی سایز در بهینه سازی •

شکل در بهینه سازی •

توپولوژیک بهینه سازی •

را سازه که مؤلفه هایی سایز اما بود خواهد شکل چه به سازه که می داند قبل از طراح سایزی بهینه سازی روش در

تیر قرارگیری موقعیت و طول باشد، گیردار یکسر تیر طراحی هدف، اگر به عنوان مثال نمی داند. را می دهند تشکیل

پروتوشا است بهینه سازی قابل امر این که شود طراحی باید آن مقطع سطح ضخامت اما است مشخص قبل از معمولا

تغییر اجزاء حدود تنها و نیست ماهیتی تغییرات آن در که دانست روشی را شکل در بهینه سازی می توان .(۲۰۲۲)

که است حالی در این می کند. تغییر آن قطر و دایره حدود تنها بلکه نمی شود تبدیل مربع به دایره به عنوان مثال می کند.

(شکل گردد المان یک زیادشدن یا کم به منجر است ممکن و است ماهیتی  تغییرات توپولوژیک بهینه سازی روش در

و بندسو است. شده فراگیر ۱۹۶۰ دهه ی ابتدای از هستند کیکوچی و بندسوئی آن ابداع کننده ی که روش این .(۱
(۲۰۱۳) سیگموند
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حداقلی سازگاری هدف تابع تحت توپولوژیک سازی بهینه ۲

به روش این در است. حداقلی سازگاری هدف تابع ساختاری، بهینه سازی مسائل در هدف توابع متداول ترین از یکی

در را ωmat حدود به المانی می گردیم. است حداقلی سازگاری همان حقیقت در که حداکثری عام سختی ماتریس دنبال

به (سختی برسد حداقل به سازگاری که است آن هدف می باشد. ω حدود به مرجع حجم یک از بخشی که بگیرید نظر

را مختلفی مقادیر دامنه طول تمام در می تواند که بود بهینه ای Eijkl(x) سختی تانسور دنبال به باید لذا برسد) حداکثر

مجازی جابجایی و u در تعادل دارای که می باشد الاستیک جسم یک داخلی مجازی کار بیانگر (۲) معادله کند. اخذ

می باشد. v

a(x, y) =

∫
Eijkl(x)ϵij(v)ϵkl(u)dω (۲)

فرم به شده خطی های کرنش با

ϵij =
۱
۲

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(۳)

نیروها خطی فرم و

l(u) =

∫
fudω +

∫
tuds (۴)

می شود: بیان زیر به صورت حداقلی سازگاری ادامه در است. ای بدنه نیروی f و ترکشن t آن در که

min l(u)

s.t. a(u, v) = l(v); v ∈ U, E ∈ Ead
(۵)

مسئله برای مجاز تعریف شده سختی تانسورهای Eadبیانگر (۵) معادله در باشد. می مجاز جابجایی میدان U آن در که

محدوده ی در اگر که است سختی تانسورهای همه ی شامل توپولوژیک بهینه سازی مسئله برای Ead می باشد. طراحی

توپولوژیک بهینه سازی در است. صفر نباشد، محدوده این در اگر و است ایزوتروپیک ماده خواص شامل باشد ωmat
به طوری که می شود تبدیل و۱ ۰ مسئله یک به طراحی مسئله لذا است مختلف نقاط در جرم حذف یا و جرم توزیع هدف

می کنیم: بیان

Eijkl = ۱ωmatE
۰
ikjkl (۶)

{
۱ x ∈ ωmat
۰ x ∈ ω

ωmat
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∫
ω

xmatdω = vol(ωmat) ≤ V (۷)

پنالتی نام به فاکتوری از نگیرد) یا بگیرد صورت جرم (توزیع ۱ ۰و طراحی مسئله یک به مسئله تبدیل برای

متداول ترین کنیم. تبدیل (صفر) دلخواه غیر مقادیر به را مصنوعی چگالی مقادیر بتوان آن به وسیله تا می شود استفاده

شد خواهد پرداخته آن شرح به زیر در که است SIⅯP روش می شود استفاده پنالتی روش از آن در که بهینه سازی روش

(۲۰۱۷) همکاران و قرین

SIⅯP توپولوژیک سازی بهینه روش ۱ .۲

می دهد.چگالی تغییر را المان آن سختی خواص المان هر به ρe(۰ ≤ ρe ≤ ۱) مصنوعی چگالی دادن با روش این در

به طوری که: کرد تعریف حقیقی چگالی های از کسری به صورت می توان را مصنوعی

ρxj =
ρj
ρ۰

(۸)

هر سختی می باشد. ام j المان مصنوعی چگالی بیانگر ρxj و پایه مواد چگالی ρ۰ ام، j المان چگالی ρj آن در که

به طوری که می آید دست المان ها)به همه در یکسان اولیه پایه(سختی سختی در المان آن مصنوعی چگالی ضرب از المان

آن در ماده ای که معناست بدان باشد Eijkl = ۰ که زمانی ρ ≥ ۳ معمول به طور که است پنالتی توان ρ ≥ ۱ آن در

توزیع و دارد وجود نقطه آن در ماده که معناست بدان باشد Eijkl > ۰ اگر و ندارد وجود نقطه

Eijkl(ρe = ۰) = ۰, Eijkl(ρe = ۱) = E۰
ijkl (۹)

ρ > ۰ انتخاب با نیز خود مصنوعی چگالی و کند می کنترل را مصنوعی چگالی به وسیله مسئله حجم در مواد گسترش

می کنیم. تبدیل (صفر) دلخواه غیر مواد به را میانه مقادیر با مواد ρ > ۱ انتخاب با می شود. هدایت ۱ و ۰ سمت به

آن رساندن p توان به با ( ۰٫۰۰۱ مثال (به عنوان باشد داشته کوچک مقداری ρ(x) اگر که است شرح بدین کار روش

داد. میل صفر به را آن می توان مقدار

عددی مثال  ۳

تیر ۲ شکل مطابق کنیم.. بررسی را استاتیکی، بارگذاری با سرگیردار یک تیر شامل عددی مثال یک بخش این در

از استفاده با تیر اولیه محدوده می باشد. نیوتنی ۱۰۰۰ نقطه ای بارگذاری تحت میلی متر ۱ ضخامت به گیردار یکسر

قید و حداقلی سازگاری هدف تابع با بهینه سازی فرآیند است. شده بندی مش المان ۸۴۰۰ تعداد به مربعی المان های

است. شده همگرا تکرار ۳۸ از پس و می کند تکرار به شروع درصد ۶۵ حجمی پاسخ
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نیوتنی هزار بارگذاری تحت گیردار یکسر تیر :۲ شکل

توپولوژیک سازی بهینه آلگوریتم اعمال از بعد سرگیردار یک تیر :۳ شکل



گیردار۵۸ سر یک تیر یک طراحی در توپولوژیک سازی بهینه اعمال

نتیجه گیری و بحث

بهینه سازی نام به طراحی علم از جدید شاخه ای محدودیت های و کارایی میزان ، قابلیت ها بررسی به پژوهش این در

الگوریتم  اعمال نتیجه گرفت. قرار ارزیابی مورد سرگیردار یک تحت مسئله راستا، این در شد. پرداخته توپولوژیک

بود. اولیه مدل به نسبت بهینه شده مدل حجم درصدی ۶۵ کاهش تیر این به متلب نرم افزار کمک به بهینه سازی
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کووید‑ ۱۹ دینامیک بهینه کنترل و ریاضی مدل سازی

وزیری محمودزاده اسداله و صالحی زاده* مهدی

آمار. و ریاضی علوم دانشکده بیرجند، دانشگاه

بررسی واکسیناسیون انجام صورت در بهینه کنترل تحلیل با همراه را کووید‑ ۱۹ بیماری جدید مدل یک چکیده:

نظر در عفونت انتشار رساندن حداقل به برای را کنترل هایی این، بر علاوه می کنیم. ارائه را مدل ابتدا، در می کنیم.

شده مبتلا افراد درمان و بیماری معرض در افراد غربال گری واکسیناسیون، پیش گیری، مختلف کنترل چهار می گیریم.

می کنیم. بیان را آن ریاضی نتایج و ایجاد بهینه کنترل مدل پیشنهادی، کنترل های از استفاده با است. شده گرفته نظر در

نتایج می گردد. ارائه نموداری صورت به نتایج و شده حل رانگ‑کوتا روش از کنترل با همراه ریاضی مدل بعلاوه،

جامعه سلامت بهبود و آلوده افراد کاهش جهت می توانند کنترل ها که است آن نمایان گر بهینه کنترل برای به دست آمده

باشند. مفید

رانگ‑کوتا. روش واکسیناسیون، کووید‑ ۱۹، بهینه، کنترل کلیدی: واژه های

.37N35 ،34K35 ،49J15 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

دنبال به محققان رو همین از است. داده قرار تأثیر تحت را آنها اقتصاد و جهان کشورهای بیشتر کووید‑ ۱۹ بیماری

لذا کنند مشخص را آلودگی اوج می توانند ریاضی مدل های هستند. عفونت رساندن حداقل به برای موثری روش های

است. ریاضی مدل های از استفاده عفونت کنترل برای روش بهترین

می گیرد، قرار مطالعه مورد (۲۰۲۰) یولا در ریاضی مدل یک طریق از کووید‑ ۱۹ عفونت دینامیک نمونه، برای

ویروس مدل است. شده پیشنهاد (۲۰۲۰) همکاران و خان در قرنطینه از استفاده با کووید‑ ۱۹ عفونت دینامیک

(۲۰۲۰) همکاران و آسامو در محیطی نوسانات با آن صرفه به مقرون تحلیل و غنا کشور واقعی داده های با کرونا

(۲۰۲۰) همکاران و پنی در کرونا ویروس عفونت برای آن مدیریت و غیرخطی پیش بین کنترل مدل است. شده بررسی

بحث (۲۰۲۰) ماتوک در و شده مدل کرونا ویروس عفونت در دارویی مقاومت از استفاده است. شده صورت بندی
mahdi.salehizadeh@birjand.ac.ir مسئول: *نویسنده



وزیری محمودزاده اسداله و صالحی زاده ۶۱مهدی

شده بررسی (۲۰۲۰) همکاران و سان در آن پیش بینی و مدل سازی چین، در کرونا ویروس عفونت گسترش است. شده

(۲۰۲۰) الشامار در سعودی عربستان در کووید‑ ۱۹ به آلوده موارد دینامیکی تحلیل درک برای ریاضی مدل است.

همکاران و کومار در واکسیناسیون با همراه کرونا ویروس عفونت مطالعه برای باکتریایی مدل است. شده بررسی

و آسونا در آن پاسخ و واکسن کارایی بررسی بعلاوه ی واکسن با همراه کرونا مدل سازی است. شده مطالعه (۲۰۲۱)

بهینه کنترل تحلیل طریق از SARS-COV-2 ریاضی مدل سازی است. گرفته قرار بحث مورد (۲۰۲۱) همکاران

با کرونا ویروس عفونت برای بهینه کنترل سازی مدل از استفاده است. شده مطالعه (۲۰۲۰) همکاران و برنا در

بر کنترل مداخله تأثیر است. گرفته قرار مطالعه مورد (۲۰۲۲) همکاران و گاتین در جنوبی آفریقای موارد از استفاده

شده بررسی (۲۰۲۱) همکاران و آبیدمی در مالزی عفونت موارد گرفتن نظر در با کرونا ویروس عفونت مدل سازی

است.

و واکسیناسیون با همراه کرونا ویروس عفونت انتقال دینامیک برای جدیدی ریاضی مدل بررسی هدف اینجا در

می باشد. (۲۰۲۱) همکاران و شن مقاله بررسی این کردن آماده برای اصلی مرجع که است بهینه کنترل تحلیل

مسئله مدل ارائه ۲

گرفته قرار معرض در ،V (t) واکسن زده ،S(t) مستعد افراد دسته شش به را N(t) جامعه کووید‑ ۱۹ مدل بندی برای

در کووید‑ ۱۹ سرایت دینامیکی مدل می کنیم. تقسیم R(t) بهبودیافته و I(t) مبتلاشده ،A(t) علامت بدون ،E(t)

می شود: داده نشان زیر غیرخطی دیفرانسیل معادلات توسط جامعه

dS(t)

dt
= Π+ ωV − (β۱A+ β۲I)

N
S − (v + µ)S,

dV (t)

dt
= vS − (۱− θ)(β۱A+ β۲I)

N
V − (ω + µ)V,

dE(t)

dt
=

(β۱A+ β۲I)

N
S + (۱− θ)(β۱A+ β۲I)

N
V − (δ + µ)E,

dA(t)

dt
= ρδE − (γ۱ + µ)A,

dI(t)

dt
= (۱− ρ)δE − (γ۲ + µ+ d)I,

dR(t)

dt
= γ۱A+ γ۲I − µR.

(۱)

به ترتیب i = ۱,۲ برای βi پارامترهای است. شده داده نشان Π با تولد) (میزان جمعیت رشد نرخ دستگاه این در

می دهد. نشان را مستعد افراد به کووید‑ ۱۹ عفونت های علامت دار و علامت بدون آلوده افراد (سرایت) انتقال میزان

نهفتگی دوره تکمیل از پس می شوند. داده نشان δ پارامتر با نهفتگی  دوره تکمیل حال در گرفته قرار معرض در افراد

داده نشان (۱− ρ)δ و ρδ با به ترتیب میزان این می گیرند. قرار علامت دار یا علامت بدون رده دو در افراد این بیماری

که است آن پارامتر این از استفاده دلیل و است شده داده نشان γ۱ با علامت بدون افراد مرگ مدل این در می شوند.

میر و مرگ میزان یابند. بهبود علامت بدون افراد است ممکن و است دشوار کووید‑ ۱۹ به مبتلا فرد اولیه تشخیص

می کنیم. استفاده بیماران این بهبود میزان دادن نشان برای γ۲ پارامتر از می دهیم. نشان d با را علامت دارای بیماران
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واکسن مصرف میزان و می شوند واکسینه v میزان به مستعد افراد می شود. داده نشان µ با طبیعی میر و مرگ میزان

مستعد افراد در را کووید‑ ۱۹ عفونت برابر در واکسیناسیون کارایی ۰ < θ ≤ ۱ پارامتر می دهیم. نشان ω با را

می کند. مشخص واکسینه شده

است: زیر به صورت مدل شدنی ناحیه

Ω = {(S, V, E,A, I, R) ∈ R۶
+ : S + V + E + A+ I +R ≤ Π

µ
}.

بهینه کنترل مسئله ۳

u۴ و بیماری) معرض در افراد شناسایی و (آزمایش u۳ (واکسیناسیون)، u۲ (پیشگیری)، u۱ کنترل های افزودن با

درمان میزان b۲ و b۱ پارامترهای می آوریم. به دست را کووید‑ ۱۹ بیماری بهینه کنترل مدل مبتلا شده) افراد (درمان

می دهند. نشان را علامت دار و علامت بدون افراد

شود: بهینه کنترل مسئله در زیر سیستم به منجر می تواند فوق بحث



dS(t)

dt
= Π+ ωV − (β۱A+ β۲I)

N
S(۱− u۱)− (vu۲ + µ)S,

dV (t)

dt
= vu۲S − (۱− θ)(β۱A+ β۲I)

N
V − (ω + µ)V,

dE(t)

dt
=

(β۱A+ β۲I)

N
S(۱− u۱) + (۱− θ)(β۱A+ β۲I)

N
V − ((۱− u۳)δ + µ)E,

dA(t)

dt
= ρδu۳E − (γ۱ + µ+ b۱u۴)A,

dI(t)

dt
= (۱− ρ)δu۳E − (γ۲ + µ+ d+ b۲u۴)I,

dR(t)

dt
= γ۱A+ γ۲I − µR.

(۲)

است: زیر معیار تابع کمینه سازی هدف حالت، متغیرهای اولیه شرایط بودن نامنفی فرض با

J(u۱, u۲, u۳, u۴) =

∫ Tf

۰
(B۱E +B۲A+B۳I +

۱
۲ [B۴u

۲
۱ +B۵u

۲
۲ +B۶u

۲
۳ +B۷u

۲
۴]) dt, (۳)

مسئله در تعریف شده کنترل های و هستند متعادل کننده ثابت های یا وزن نشان دهنده j = ۱, . . . , ۷ برای Bj مقادیر

که است i = ۱, . . . , ۴ برای u∗i بهینه کنترل تعیین ما هدف می باشند. لبگ انتگرال پذیر کران دار توابع

J(u∗i ) = min
U

(J(ui)),
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است: زیر کنترل مجموعه U آن در که

U = {(ui) : [۰, Tf ]→ [۰,۱], است لبگ اندازه پذیر (ui)}. (۴)

بهینه کنترل مشخصه سازی ۱ .۳

به را (۳) و (۲) دستگاه اصل این می آوریم. به دست پونتریاگین ماکزیمم اصل از استفاده با را بهینه کنترل لازم شرایط

می شود: نوشته زیر به شکل H همیلتونین می کند. تبدیل ui کنترل های به نسبت H همیلتونین تابع کمینه سازی مسئله

H = B۱E +B۲A+B۳I +
۱
۲ [B۴u

۲
۱ +B۵u

۲
۲ +B۶u

۲
۳ +B۷u

۲
۴]

+ λ۱[Π + ωV − (β۱A+ β۲I)

N
S(۱− u۱)− (vu۲ + µ)S]

+ λ۲[vu۲S − (۱− θ)(β۱A+ β۲I)

N
V − (ω + µ)V ]

+ λ۳[
(β۱A+ β۲I)

N
S(۱− u۱) + (۱− θ)(β۱A+ β۲I)

N
V − ((۱− u۳)δ + µ)E]

+ λ۴[ρδu۳E − (γ۱ + µ+ b۱u۴)A]

+ λ۵[(۱− ρ)δu۳E − (γ۲ + µ+ d+ b۲u۴)I]

+ λ۶[γ۱A+ γ۲I − µR], (۵)

می دهد. نشان را حالت متغیرهای متناظر الحاقی متغیرهای i = ۱, . . . , ۶ برای λi آن در که

J(u∗i ) کمینه به (۲) کنترلی دستگاه S∗, V ∗, E∗, A∗, I∗, R∗ مفروض جواب های و u∗i بهینه کنترل های .۱ قضیه

در که دارند وجود λi الحاقی متغیرهای بنابراین می گردند. منجر U روی

dλi
dt

= −∂H
∂j

, j = S, V, E,A, I, R, (۶)

تراگردی شرایط بعلاوه می کنند. صدق

λi(Tf ) = ۰. (۷)

رابطه توسط بهینه شرایط است. برقرار

∂H

∂ui
= ۰, i = ۱, . . . , ۴. (۸)
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می آیند: به دست زیر شکل به u∗i کنترل های بعلاوه می آید. به دست

u∗۱ = min{۱,max[۰,
(β۱A

∗+β۲I
∗)

N∗ S∗(λ∗۳ − λ∗۱)
B۴

]},

u∗۲ = min{۱,max[۰, (λ
∗
۱ − λ∗۲)vS∗

B۵
]},

u∗۳ = min{۱,max[۰, δE
∗[(λ∗۵ − λ∗۴)ρ− λ∗۳ − λ∗۵]

B۶
]},

u∗۴ = min{۱,max[۰, λ
∗
۴b۱A

∗ + λ∗۵b۲I
∗

B۷
]}. (۹)

بهینه کنترل مسئله عددی شبیه سازی ۴

آمده به دست نتایج و کرده حل عددی به صورت را (۹) بهینه کنترل شاخص های و (۲) کنترلی دستگاه معادلات

محاسبه در می شود. گرفته نظر در روز برحسب زمان واحد بهینه کنترل مسئله شبیه سازی در می کنیم. ترسیم را

،b۱ = ۰٫۳ ،θ = ۰٫۰۰۹۹۹۹ ،v = ۰٫۰۰۰۲۶۹ ،ω = ۰٫۰۰۰۷۱ به شکل: مسئله پارامترهای بهینه کنترل

،B۴ = ۰٫۰۱۰ ،B۳ = ۰٫۱۰۰ ،B۲ = ۰٫۰۲۰ ،B۱ = ۰٫۰۰۱۰۰ برابر: وزنی ضرایب و b۲ = ۰٫۴
شبیه سازی در متغیرها اولیه مقادیر می شوند. گرفته نظر در B۷ = ۰٫۰۰۱۰ ،B۶ = ۰٫۰۱۰ ،B۵ = ۰٫۰۳۰
،I(۰) = ۱۷۳۵۲ ،A(۰) = ۴۰۰ ،E(۰) = ۳۰۰۰۰۰۰ ،V (۰) = ۰ ،S(۰) = ۲۱۶۹۸۲۴۶۸ برابر:

به دست برای کرده ایم. فرض صفر را بهبودی و واکسیناسیون برای اولیه مقادیر می شوند. گرفته نظر در R(۰) = ۰
است. شده استفاده چهارم مرتبه رانگ‑کوتای روش از ۲ و ۱ اشکال نمودارهای نتایج آوردن

بهینه کنترل سیستم عددی شبیه سازی :۱ شکل
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در که پارامترها واقعی مقادیر دارای کنترل فاقد دستگاه نتایج با را بهینه کنترل مسئله از حاصل نتایج نمودارهای

بیماری بردن بین از برای کنترل ها که است آن نمایان گر نتایج این می کنیم. مقایسه شده ارائه (۲۰۲۱) همکاران و شن

افراد و بیماری معرض در افراد شده، واکسینه افراد بیماری، مستعد افراد دینامیک ۱ شکل نمودارهای موثرند. بسیار

را کنترل متغیرهای و یافته بهبود افراد شده، مبتلا افراد مشخصات ۲ شکل حالی که در می دهد، نشان را علامت بدون

جمعیت بردن بین از برای عددی شبیه سازی این در شده گرفته نظر در کنترل های که می شود مشاهده می دهد. نشان

است. موثر یافته بهبود افراد رساندن حداکثر به و آلوده افراد

نتیجه گیری و بحث

کنترل مسئله عددی شبیه سازی نتایج کردیم. بیان بهینه کنترل نظریه از استفاده با را کرونا ویروس عفونت ریاضی مدل

سلامت بهبود و کووید‑ ۱۹ بیماری به آلوده افراد کاهش برای پیشنهادی کنترل های شد مشاهده و گردید بررسی بهینه
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پیکربندی بهترین یافتن بهینه: سنگ ریزه

میبدی آقایی فاطمه و علیخانی* سعید

ایران. یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده

قرار گراف» یک حول اشیاء «حرکت عنوان تحت می توانند که دارد وجود گراف نظریه در بسیاری موضوعات چکیده:

(منابع) رئوس برخی از یال ها، به گرفته تعلق هزینه های به توجه با محموله ها شبکه، بهینه سازی در مثال، برای گیرند.

حرکت یک شود. انجام حالت ارزان ترین به کار این  که می شوند منتقل نحوی به (تقاضا) رئوس از دیگر برخی به

مجاور رأس در سنگ ریزه یک دادن قرار سپس و گراف رأس یک از سنگ ریزه دو برداشتن شامل گراف، در سنگ ریزه

حداقل سنگ ریزه، حرکات مکررِ اعمال با که دهد اجازه ما به سنگ ریزه ها از پیکربندی) (یا توزیع یک اگر است. آن

اساسی ترین از می شود. نامیده گراف از سنگ ریزه یک توزیع، آن آنگاه دهیم، حرکت رأس هر به را سنگ ریزه یک

یک می تواند تعداد، این با پيكربندی هر که کند ضمانت تا است نیاز مورد سنگ ریزه تعداد چه که است این سوالات

سنگ ریزه عدد کند، برآورده را شرط این که سنگ تعداد کمترین به دهد. قرار مشخص هدف رأس هر روی را سنگ ریزه

می گیریم نظر در را سناریو بدترین اکثرا سوال، این به جواب برای می دهند. نشان π(G) نماد با آنرا و می گویند گراف

نظر نیز در را سناریو بهترین مقاله این در کند. حل را هدف نمی تواند که پیکربندی بزرگ ترین از است عبارت که

نماد با که G گراف یک بهینه سنگ ریزه عدد کند. حل را هدفی هر می تواند که پیکربندی کوچک ترین یعنی می گیریم،

برای که دارد وجود m اندازه با C پیکربندی که به طوری است m عدد کوچکترین برابر می شود، داده نشان π∗(G)

است. راه حل یک r هر

بهینه. سنگ ریزه سنگ ریزه، گراف مدل، کلیدی: واژه های

.05C76 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

گیرند. قرار گراف» یک حول اشیاء «حرکت عنوان تحت می توانند که دارد وجود گراف نظریه در بسیاری موضوعات

برخی به (منابع) رئوس برخی از یال ها به گرفته تعلق هزینه های به توجه با محموله ها شبکه، بهینه سازی در مثال؛ برای

توجه با شبکه جریان در شود. انجام حالت ارزان ترین به کار این  که می شوند منتقل نحوی به (تقاضا) رئوس از دیگر

انتقال ماده مقدار که می شود سعی مسیر، طول در دیگر رئوس در جریان حفظ و یال هر در موجود ظرفیت های به
alikhani@yazd.ac.ir مسئول: *نویسنده
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پلیس ها گریز، و تعقیب بازی های متفاوت نسخه های در برساند. حداکثر به را مقصد(چاه) به (چشمه) منبع از یافته

دستگیر را آن ها سارقان، روی آمدن فرود با که دارد سعی پلیس و می کنند حرکت یال ها امتداد در نوبت به سارقان و

یک سنگ ریزه، گراف برسانند. حداقل به سارقان همه دستگیری برای پلیس ها، تعداد می شود سعی مورد این در کند.

سایر یا گرما الکتریسته، مانند می شوند، مصرف نقل و حمل  در که است منابعی انتقال برای شبکه، از بهینه سازی مدل

است این مدل سازی این در اصلی مسئله می روند. بین از دیگری مکان به مکان یک از جابه جایی حین در که انرژی ها

فرایند این در سنگ ریزه ها درحالی که داد انتقال دیگری به رئوس مجموعه یک از می توان را مجزا سنگ ریزه های آیا که

گویی و می رسد یال انتهای به آنها از یکی فقط و می کنند حرکت یال یک امتداد در سنگ ریزه دو درواقع می شوند. گم

می رود. بین از تلفات اثر بر دیگری

با پیکربندی هر که کند ضمانت تا است نیاز مورد سنگ ریزه تعداد چه که است این سوالات اساسی ترین از یکی

دهد. قرار مشخصی هدف رأس هر روی را سنگ ریزه یک می تواند تعداد، این

است. G همبند گراف یک رئوس روی سنگ ریزه ها از پیکربندی یک واقع در C : V (G) → N ∪ {۰} تابع

کل تعداد یعنی ،
∑

v C(v) مقدار نشانگر |C| و می شمارد را v رأس روی گرفته قرار های سنگ ریزه تعداد C(v)

است. پیکربندی در سنگ ریزه ها

سنگ ریزه مرحله یک می گیریم. نظر در را باشد سنگ ریزه ۲ حداقل دارای u که {u, v} ∈ E(G) یال یک

رأس باید مرحله یک انجام (برای می کنیم تعریف v روی سنگ ریزه ۱ دادن قرار و u از سنگ ریزه ۲ برداشتن با را

C ′ جدید پیکربندی آنگاه باشد، G گراف روی اولیه پیکربندی یک C اگر یعنی؛ باشد). سنگ ریزه ۲ حداقل دارای

است: زیر صورت به

C ′(u) = C(u)− ۲, C ′(v) = C(v) + ۱,

.C ′(x) = C(x) داریم: x ∈ V − {u, v} هر برای و

و dist(v, r) < dist(u, r) هرگاه گوییم، r‑حریصانه را v به u از سنگ ریزه مرحله یک ،r دلخواه رأس برای

.dist(v, r) 6 dist(u, r) هرگاه گوییم، r‑شبه حریصانه را آن

روی را سنگ ریزه t بتوانیم سنگ ریزه مراحل از دنباله ای با طوری که به باشیم داشته r مانند هدف رأس یک اگر

r‑حل  باشد نداشته وجود مراحلی چنین اگر برعکس می نامند. r‑حل پذیر t‑تایی را C صورت این در دهیم، قرار آن

با را باشد r‑حل پذیر t‑تایی ،G رئوس روی m اندازه به پیکربندی که m مثبت صحیح عدد مینیمم است. ناپذیر

بزرگ، کافی اندازه ی به t برای کبوتری لانه اصل زیرا است خوش تعریف (ثابت) ناوردا این می دهیم. نشان πt(G, r)

عدد است. حل پذیر −r خود خودی به که می کند ضمانت را سنگریزه ۲eccG(r) تعداد حداقل شامل رأسی چنین وجود

باشد، t = ۱ صورتی که در می شود. تعریف πt(G) = maxr∈V (G) πt(G, r) صورت به G t‑تایی سنگریزه

است. G گراف سنگ ریزه عدد π(G)

سنگ ریزه مراحل از دنباله ای هرگاه است، D‑حل پذیر پیکربندی Cیک گوییم شده، Dداده Cو پیکربندی دو برای

مثال r‑حل پذیر، t‑تایی پیکربندی یک که باشید داشته توجه کند. تبدیل D به را C به طوری که باشد داشته وجود

داده قرار سنگ ریزه t تعداد به r هدف رأس روی که است پیکربندی یک D آن در که است D‑حل پذیری از خاصی
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است.

نظر در را سناریو بدترین اکثراً آنها، یافتن برای که است آمده به دست π(G) عدد برای پائینی و بالا کران های

نیز در را سناریو بهترین مقاله این در کند. حل را هدف نمی تواند که پیکربندی بزرگ ترین از است عبارت که می گیریم

که G گراف یک بهینه سنگ ریزه عدد کند. حل را هدفی هر می تواند که پیکربندی کوچک ترین یعنی می گیریم، نظر

دارد وجود m اندازه با C پیکربندی که به طوری است m عدد کوچکترین برابر می شود، داده نشان π∗(G) نماد با

همکاران و هاینس مرجع دو در مقاله این در گراف نظریه لازم پیش نیازهای تمام است. راه حل یک r هر برای که

است. آمده (۲۰۰۰) وست (۱۹۹۸)؛

اصلی نتایج ۲

نمی تواند که پیکربندی بزرگ ترین گرفتیم: نظر در را سناریو بدترین تاکنون می دهیم. تغییر حدودی تا را پارادایم اینجا در

کند. حل را هدفی هر می تواند که پیکربندی کوچک ترین می گیریم: نظر در را سناریو بهترین اکنون کند. حل را هدف

(سنگ ریزه بهینه سنگ ریزه می دهد؛ قرار را سنگ ریزه ها شما حریف آن در که است نفره ای دو بازی یک مانند اولی

یافتن شبیه کاملا این دهید. قرار را خود سنگ ریزه های می توانید شما آن در که است نفره یک بازی یک مطلوب) کردن

است. d‑فاصله ای غالب مجموعه کوچک ترین کردن تعیین یا دزد هر دستگیری برای پلیس مکان بهترین

نماد با را آن و کرده تعریف را G گراف یک از بهینه سنگ ریزه عدد که بودند کسانی اولین همکاران، *و پچر

r هر برای که دارد وجود m اندازه با C پیکربندی که به طوری است m عدد کوچکترین آن و دادند نمایش π∗(G)

اما است ساده تر π(G) مورد در آن مشابه سوال از باشد، π∗ 6 K اگر این که درباره ی گیری است.تصمیم راه حل یک

که داد نشان † شیو زمینه این در حال، این با .(۲۰۰۶) همکاران و میلانز است NP − complete نوع از هنوز

است: برقرار گراف دو دکارتی حاصل ضرب کران

π∗(G�H) 6 π∗(G)π∗(H).

داریم: ۰ 6 r 6 ۲ هر و k > ۰ هر برای که دادند نشان (۱۹۹۵) همکاران و پاچر همکاران و پچر

سنگ ریزه دو شما درواقع دادند). نشان دورها برای را مشابهی نتیجه وایلز‡ و (فرایدمن π∗(P۳k+r) = ۲k + r

سپس و می کنید اضافه سنگ ریزه یک مانده باقی رأس هر روی و می دهید قرار مسیر یک در سوم رأس هر روی بر را

دقت، با (۲۰۰۸) همکاران و بانده همکاران و بوند است. ممکن حالت بهترین این که می دهید نشان استقراء با

،G گراف هر برای بنابراین است π∗(T ) 6 ⌈۲n/۳⌉ که آوردند به دست و دادند تعمیم T درخت هر به را ساختار

یک با مجاور ،C مسیر پیکربندی این در سنگ ریزه بدون رأس هر که باشید داشته توجه .π∗(G) 6 ⌈۲n/۳⌉
یک اندازه ی مینیمم γ(G) اگر کلی طور به است. غالب مجموعه یک supp(C) یعنی؛ است سنگ ریزه یک با رأس

داریم: همیشه آنگاه باشد، G در غالب مجموعه

*Pachter
†Shiue
‡Friedman and Wyels



پیکربندی۷۲ بهترین یافتن بهینه: سنگ ریزه

.π∗(G) 6 ۲γ(G) .۱ قضیه

یک از k فاصله به G رأس هر که طوری به است گراف رئوس از مجموعه ای ،S k‑فاصله ای غالب مجموعه یک

می دهد: نتیجه را زیر کلی تر کران این و داده نشان γk(G) با را مجموعه ها نوع این کوچک ترین اندازه است. S رأس

.۲ قضیه

π∗(G) 6 ۲kγk(G).

می کنیم. ثابت مختلف غالب اعداد با آن ارتباط و π∗(G) مورد در بیشتری نتایج مقاله این در
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Optimal pebbling: Finding the best configuration

Saeid Alikhani1, Fatemeh Aghaei1

1Department of Mathematical Sciences, Yazd University, Yazd, Iran

Abstract: There aremany graph-theoretic subjects that could go under the umbrella of “Mov-

ing Things Around on Graphs.” For example, in network optimization, one moves packages

from supplies at some vertices to demands at others, with costs accrued per package across

edges, attempting to do so most cheaply. A pebble move in a graph consists of removing

two pebbles from a vertex of the graph and then placing a pebble in the adjacent vertex. If

a distribution (or configuration) of pebbles allows us to repeatedly move at least one pebble

to each vertex, then that distribution is called a pebble graph. One of the most fundamen-

tal questions is how many pebbles are needed to guarantee that any configuration with this

number can place a pebble on any given target vertex. The minimum number of pebbles that

meets this condition is called the number of graph pebbles and it is denoted by the symbol

π(G). To answer this question, we mostly consider the worst case scenario, which is the

largest configuration that cannot solve the goal. In this article, we consider the best scenario,

that is, the smallest configuration that can solve any goal. The optimal pebble number of a

graph G, denoted by the symbol π∗(G), is equal to the smallest numberm such that there is

a configuration C with sizem which is a solution for each target r.

Keywords: Model, graph pebbling, optimal pebbling.
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گراف ایتالیایی و رومی غالب عدد و تابع

فروغی* فائزه و علیخانی سعید

ایران. یزد، یزد، دانشگاه ریاضی علوم دانشکده

گراف (احاطه گر) غالب مجموعه یک S ⊆ V زیرمجموعه است. ساده گراف يك G = (V,E) كنيد فرض چکیده:

مجموعه کوچک ترین اندازه باشد. مجاور S از رأس یک حداقل با S مجموعه از خارج رأس هر هرگاه است، G

مانند تابعی G گراف روی رومی غالب تابع یک می دهند. نشان γ(G) با آن را و می گویند غالب عدد را G غالب

۲ برچسب با راس یک حداقل مجاور f(v) = ۰ با v راس هر به طوری که است f : V (G) → {۰,۱,۲}
رومی غالب عدد است. f تحت رئوس به شده داده برچسب های همه مجموع برابر f رومی غالب تابع وزن باشد.

تعمیم های از یکی می شود. داده نشان γR(G) نماد با و است G گراف رومی غالب تابع وزن مینیمم با برابر G

مانند تابعی G گراف روی ایتالیایی غالب تابع یک است. ایتالیایی غالب عدد و تابع رومی، غالب عدد و تابع

یا و ۱ برچسب با راس دو حداقل مجاور f(v) = ۰ با v راس هر به طوری که است f : V (G) → {۰,۱,۲}
به شده داده برچسب های همه مجموع برابر f ایتالیایی غالب تابع وزن باشد. ۲ برچسب با راس یک مجاور حداقل

γI(G) نماد با و است G گراف ایتالیایی غالب تابع وزن مینیمم با برابر G ایتالیایی غالب عدد است. f تحت رئوس

را i وزن با ایتالیایی و رومی غالب مجموعه های تعداد و ایتالیایی رومی غالب عدد مقاله، این در می شود. داده نشان

کرد. خواهیم مطالعه خاص گراف های برخی برای

گراف. رومي، ایتالیایی، غالب، عدد کلیدی: واژه های

.05C76 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

گراف یک G = (V,E) کنیم فرض مي دهيم. ارجاع (۲۰۰۰) وست مرجع به را خواننده نياز مورد مقدمات براي

حداقل با V (G) \ D در رأس هر اگر است غالب مجموعه یک D ⊆ V (G) مجموعه است. رأسی n ساده

حداقل با یا باشد D به متعلق خودش یا v ∈ V (G) رأس هر دیگر عبارت به باشد. مجاور D از رأس یک

است. شده احاطه D مجموعه وسیله ی به v ∈ V (G) رأس گوییم صورت این در باشد. مجاور D از رأس یک

faezeh.foroughi2021@gmail.com مسئول: *نویسنده
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مطالعه ی برای است. G گراف در غالب مجموعه ی کوچک ترین اندازه می دهیم، نشان γ(G) با را آن که غالب عدد

بار اولین برای گراف یک غالب مجموعه های تعداد شمارش شود. مراجعه (۱۹۹۸) همکاران و هاینس به بیشتر

تعداد مولد تابع که کردند معرفی را چندجمله ای منظور همین به و مطرح دکتری اش پایان نامه در علیخانی سعید توسط

به G گراف ،D(G, x) غالب چندجمله ای دیگر عبارت به .(۲۰۰۹) علیخانی است گراف یک غالب مجموعه های

در i اندازه از غالب مجموعه های تعداد d(G, i) آن در که می شود تعریف D(G, x) =
|V (G)|∑
i=۰

d(G, i)xi صورت

است. درآمده تحریر رشته به گراف غالب چندجمله ای زمینه در زیادی مقالات بعد به ۲۰۰۹ سال از است. G گراف

رومی غالب مجموعه های به می توان آنها جمله از که می باشد نوع ۷۵ حدود گراف ها برای غالب مجموعه های و اعداد

است. ترکیبیات و گراف نظریه در جالب و طبیعی موضوعی غالب مجموعه های انواع شمارش کرد. اشاره ایتالیایی و

با v راس هر به طوری که است f : V (G) → {۰,۱,۲} مانند تابعی G گراف روی رومی غالب تابع یک

برچسب های همه مجموع برابر f رومی غالب تابع وزن باشد. ۲ برچسب با راس یک حداقل مجاور f(v) = ۰
نماد با و است G گراف رومی غالب تابع وزن مینیمم با برابر G رومی غالب عدد است. f تحت رئوس به شده داده

غالب عدد و تابع رومی، غالب عدد و تابع تعمیم های از یکی .(۲۰۰۴) همکاران و کوکاین می شود داده نشان γR(G)

هر به طوری که است f : V (G)→ {۰,۱,۲} مانند تابعی G گراف روی ایتالیایی غالب تابع یک است. ایتالیایی

وزن باشد. ۲ برچسب با راس یک مجاور حداقل یا و ۱ برچسب با راس دو حداقل مجاور f(v) = ۰ با v راس

با برابر G ایتالیایی غالب عدد است. f تحت رئوس به شده داده برچسب های همه مجموع برابر f ایتالیایی غالب تابع

.(۲۰۱۹) همکاران و کلوسترمیر می شود داده نشان γI(G) نماد با و است G گراف ایتالیایی غالب تابع وزن مینیمم

برخی برای را i وزن با ایتالیایی و رومی غالب مجموعه های تعداد و ایتالیایی رومی غالب عدد مقاله، این در

کرد. خواهیم مطالعه خاص گراف های

اصلی نتایج ۲

را زیر لم های ابتدا می کنیم. بیان را آنها شمارش و ایتالیایی و رومی غالب اعداد مورد در نتایج از برخی بخش این در

می کنیم. بیان

.γR(Pn) = γR(Cn) = ⌈۲n
۳ ⌉ داريم دور و مسير گراف هاي برای (۲۰۰۴) همکاران و کوکاین .۱ لم

γI(Cn) = دور گراف براي و γI(Pn) = ⌈n+۱
۲ ⌉ مسير گراف هاي برای (۲۰۱۹) همکاران و کلوسترمیر .۲ لم

است. برقرار ⌊n+۱
۲ ⌋

را i وزن با گراف ايتاليايي و رومي غالب تابع هاي تعداد مي توان گراف، غالب مجموعه هاي تعداد شمارش مشابه

i وزن با گراف رومي غالب تابع هاي تعداد dR(G, i) كنيد فرض منظور اين براي كرد. مطالعه گراف ها برخي براي

رومي غالب تابع هاي تعداد زير قضيه باشد. i وزن با گراف ايتاليايي غالب تابع هاي تعداد dI(G, i) همچنين باشد،

.dR(Pn, k) = RP k
n مي كنيم فرض راحتي براي مي دهد. را Pn مسير گراف



آن۷۶ شمارش و گراف ایتالیایی غالب تابع

است: برقرار dR(Pn, k) = RP k
n براي زير بازگشتي رابطه .۱ قضیه

RP k
n = RP k−۱

n−۱ +RP k−۲
n−۱ +RP k−۲

n−۲ +RP k−۲
n−۳ +RP k−۳

n−۳ ,

و ،RP ۲
۲ = ۳, RP ۳

۲ = ۲, RP ۴
۲ = ۱ , RP ۱

۱ = RP ۲
۱ = ۱ جايي كه

.RP ۲
۳ = ۱, RP ۳

۳ = ۵, RP ۴
۳ = ۶, RP ۵

۳ = ۳, RP ۶
۳ = ۱

dR(Cn, k) = مي كنيم فرض راحتي براي مي دهد. Cnرا دور گراف رومي غالب تابع هاي تعداد زير قضيه همچنين

.RCk
n

است: برقرار dR(Cn, k) = RCk
n براي زير بازگشتي رابطه .۲ قضیه

RCk
n = RCk−۱

n−۱ +RCk−۲
n−۱ +RCk−۲

n−۲ +RCk−۲
n−۳ +RCk−۳

n−۳.

و ،RC۲
۲ = ۳, RC۳

۲ = ۲, RC۴
۲ = ۱ , RC۱

۱ = RC۲
۱ = ۱ جايي كه

RC۲
۳ = ۳, RP ۳

۳ = ۷, RP ۴
۳ = ۶, RP ۵

۳ = ۳, RP ۶
۳ = ۱

كرد. خواهيم بحث خاص گراف هاي برخي ايتاليايي غالب تابع تعداد و ايتاليايي غالب عدد مورد در نتايجي ادامه در
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Roman and Italian dominating function and number of graph
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Abstract: A subset of S ⊆ V (G) is a dominating set of the graph G, if any vertex outside

the set S is adjacent with at least one vertex of S. The size of the smallest set dominating set

ofG is called the domination number and is denoted by γ(G). A Roman dominating function

on the graph G is a function f : V (G) → {0, 1, 2} such that every vertex v with f(v) = 0

is adjacent to at least one vertex labeled 2. The weight of the dominating Roman function

f is equal to the sum of all the labels given to the vertices under f . The Roman domination

number G is equal to the minimum weight of the Roman dominating function of the graph

G and is denoted by γR(G). One of the generalizations of Roman dominatin number and

dominating function is Italian function and domination

number. An Italian dominating function on a graph G is a function f : V (G)→ {0, 1, 2}

such that every vertex v with f(v) = 0 is adjacent to at least two vertices labeled 1 or at least

adjacent to one vertex labeled 2. The weight of the Italian dominating function f is equal to

the sum of all the labels given to the vertices under f . The Italian domination number G is

equal to the minimumweight of the Italian dominating function of the graphG and is denoted

by γI(G). In this paper, we study the Italian Roman number, Italian dominating function and

the number of Roman and Italian dominating sets with weight i for some specific graphs.

Keywords: Domination number, Italian, Roman, graph.
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داده ها متعادل سازی کمک به نفوذ تشخیص سیستم در ماشین یادگیری الگوریتم های برخی نتایج بهبود

احمدآبادی زارع پور جمال و فاضلی شاهزاده ابوالفضل سید ،* ندوشن قوه اعظم

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم بخش

شبکه روی بر که حملاتی می باشد. اشیاء† اینترنت بحث امروز، دنیای در رایج بسیار کاربردهای از یکی چکیده:

دارد. پی در هزینه هایی و شده خسارت موجب که هست، اشیاء اینترنت اساسی چالش های از یکی می گیرد، صورت

ضروری بسیار نفوذ‡ تشخیص سیستم از استفاده آن، از ناشی هزینه های کاهش و حملات این از جلوگیری برای بنابراین

هدف است. ماشین یادگیری الگوریتم می شود، استفاده نفوذ تشخیص جهت در که رایجی ابرازهای از یکی می باشد.

است. نفوذ تشخیص داده روی شده اعمال ماشین یادگیری الگوریتم های در بهینه دقت به رسیدن نفوذ تشخیص سیستم

دهند تشخیص را نفوذ خوبی دقت با قادرند کنند، دریافت ورودی به عنوان مناسبی داده که صورتی در الگوریتم ها این

طبقاتی تعادل عدم بحث است، گرفته قرار غفلت مورد که رایجی مشکلات از یکی شوند. نزدیک بهینه جواب به و

پژوهش، این در می شود. ماشین یادگیری الگوریتم های عملکرد کاهش موجب ورودی داده های تعادل عدم می باشد.

بررسی مورد ماشین یادگیری الگوریتم های نتایج در آن تاثیر و نفوذ تشخیص داده مجموعه روی تعادل عدم موضوع

ماشین یادگیری الگوریتم های به ورودی داده های کیفیت بهبود باعث متعادل سازی، که می دهد نشان نتایج گرفت. قرار

است. شده بهینه جواب به شدن نزدیک و

،NSL-KDD داده مجموعه  ،KDDCup99 داده مجموعه نفوذ، تشخیص سیستم اشیاء، اینترنت کلیدی: واژه های

متعادل سازی.

.68T20 ،65F10 ،68P25 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

ghovehnodushan@gmail.com مسئول: *نویسنده
†Internet of Things (IOT)
‡Intrusion Detection System (IDS)
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مقدمه ۱

سیستم های اینترنت، از گسترده استفاده دلیل به  کرده اند. پیدا فراوانی کاربردهای جهان در کامپیوتری شبکه های امروزه

فخراحمد و نظری است شده نفوذ تشخیص  سیستم های ظهور به منجر که هستند، اطلاعات سرقت مستعد رایانه ای،

و کرده شناسایی را حملات بتواند که سیستمی ایجاد داده ها، بودن محرمانه و یکپارچگی حفظ برای .(۲۰۲۱)

حقیقت  در .(۲۰۲۱) همکاران و لی است برخوردار بالایی اهمیت از کند، ثبت شبکه یک در را ناهنجاری هرگونه

جدی  و گسترده آسیب  از قبل  تهدیدات، تشـخیص  برای  امنیتی  زیرساخت  یک  اصلی  جزء نفوذ تشخیص  سیستم های 

قرار استفاده مورد بسیار حوزه این در که داده هایی مجموعه از یکی .(۲۰۱۰) همکاران و ویو هستند سیستم ها به 

قرار استفاده مورد را آن ارزیابی، به منظور متعددی محققین که می باشد؛ KDDCup99 داده مجموعه است، گرفته

انجام دارپا* نفوذ تشخیص ارزیابی پروژه در شده گرد آوری داده های عظیم حجم داده، مجموعه این تهیه برای داده اند.

لینکن آزمایشگاه و آمریکا متحده ایالات دفاع وزارت دفاعی، پیشرفته تحقیقاتی پروژه های سازمان همکاری با شده

سیستم های ارزیابی برای داده مجموعه  یک ایجاد آن، گردآوری از هدف که گرفت قرار استفاده مورد MIT دانشگاه

اشکال از که می باشد ویژگی ستون ۴۱ شامل داده مجموعه این .(۲۰۲۱) فخراحمد و نظری بود تشخیص نفوذ

آموزشی داده ی می کند. تعیین را کلاس ها که آخر ستون همچنین و است برخوردار گسسته و پیوسته همچون مختلفی

کلاس به متعلق , و نرمال کلاس به متعلق ۹۷,۲۷۸ تعداد، این از که هست نمونه ۴۹۴,۰۲۱ شامل KDDCup99

بسیار دیگر کلاس های مقابل در کلاس یک آموزشی نمونه های که زمانی نامتعادل کلاس داده کاوی، در می باشد. ناهنجار

نوع نتیجه است ممکن یا شوند ایجاد اندازه گیری خطای توسط می توانند نامتعادل داده های می دهد. رخ است، کم تر

اکثریت کلاس اساس بر را استنتاجی مدل دسته بند سنتی، یادگیری ماشین الگوریتم های اکثر باشند. درونی داده ی

نظر از اقلیت کلاس نمونه های درست تشخیص که حالی در می گیرند، نادیده را اقلیت کلاس نمونه های و می گیرند یاد

اکثر در می توان را نامتعادل داده های مجموعه .(۲۰۲۰) همکاران و زفرحی است برخوردار بالاتری ارزش از یادگیری

تشخیص نفوذ، تشخیص  شامل: کاربردها این از بعضی کرد. مشاهده کاربردی برنامه های توسط شده تولید داده های

همکاران و پاستور می باشد غیره و نرم افزار نقص تشخیص تقلب، تشخیص سرطان، تشخیص خطا، تشخیص هرزنامه،

دارد. اهمیت بسیار می دهند رخ به ندرت و است کم آن تکرار تعداد که اتفاقی تشخیص واقعی، دنیای در .(۲۰۱۵)

طبقه بندی مسائل در عمل در اغلب که است مهمی موضوع نامتعادل داده های مجموعه از طبقه بندی کننده ها یادگیری

الگوریتم های می شوند. برچسب گذاری کلاس یک به عنوان نمونه ها همه تقریباً مشکلاتی، چنین در می شود. مطرح

دارند کمتری دقت قابل توجهی به طور اقلیت کلاس های برای اما هستند دقیق بسیار اکثریت کلاس های برای طبقه بندی

کلاس نمونه های نتیجه در و می کنند برخورد نویز به صورت اقلیت نمونه های با واقع در .(۲۰۱۷) سادانا و گوسین

چالشی نامتعادل داده های مجموعه طبقه بندی شد. خواهند کلاس بندی اکثریت کلاس نمونه به عنوان اشتباه به اقلیت

است. آورده به وجود استاندارد یادگیری تکنیک های اکثر برای را

*Darpa Intrusion Detection Evaluation (DIDE)



داده ها۸۰ متعادل سازی کمک به نفوذ تشخیص سیستم در ماشین یادگیری الگوریتم های برخی نتایج بهبود

پیشنهادی روش ۲

داده ها جمع آوری به اول گام در است. شده تشکیل گام تعدادی از پژوهش این است، مشخص ۱ شکل در که همانطور

پیشنهادی روش فلوچارت :۱ شکل

عددی داده ها*، پاکسازی شامل: خود که هست داده ها پیش پردازش بخش داده ها، جمع آوری از پس می شود. پرداخته

پرداخته مختلف روش های با داده ها متعادل سازی به سپس می  باشد. ویژگی ها‡ از کلاس جداسازی و داده ها† نمودن 

بررسی به و نموده اعمال آن روی بر را مختلف ماشین یادگیری مدل های و کرده نرمال را داده ها آن، از بعد می شود.

نمونه برداری از: عبارتند است گرفته قرار بررسی مورد که مختلفی متعادل سازی روش های می شود. پرداخته آن عملکرد

شامل خود که می پردازد، متعادل سازی به مصنوعی، به صورت اقلیت کلاس افزایش با که اقلیت§ کلاس حد از بیش

*Data Cleaning
†Encoding Data
‡Label Separation
§Over Sampling the Smallest Class
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کلاس کاهش با که اکثریت* کلاس از نمونه برداری کم روش همچنین و می باشد over sample و smote روش های

روش همچنین داراست. را under sample و near miss روش دو خود و کرده متعادل را داده مجموعه اکثریت

دادن قرار با که threshold روش و دارد داده مجموعه متعادل سازی در سعی کلاس ها، به وزن دهی با که weight ⅽⅼass

نموده ایم. استفاده نیز SMOTEENN ترکیبی متعادل سازی روش از به علاوه می کند. متعادل را داده مجموعه حد آستانه

نمونه برداری کم از هم و اقلیت کلاس حد بیش نمونه برداری از هم که است صورت این به ترکیبی، روش به متعادل سازی

کلاس همزمان، به صورت SMOTEENN در می شوند. ترکیب باهم روش دو این و می کند استفاده اکثریت کلاس

شاران و سریواستاوا می شود پاکسازی ENN به وسیله اکثریت کلاس همچنین و می شود داده افزایش smote با اقلیت

مقیاس بندی تکنیک های از یکی نرمال سازی .(۲۰۲۲) همکاران و فرناندو ،(۲۰۲۲) همکاران و سینگ ،(۲۰۲۲)

رویکرد این کرد. نگاشت دیگر بازه یک به آن فعلی بازه از را داده ها می توان روش این در است. داده کاوی فرآیند در

روش نرمال سازی، اهمیت به توجه با باشد. داشته داده ها تحلیل و تجزیه و پیش بینی اهداف در زیادی کمک می تواند

می شود. محاسبه (۱) معادله از استفاده با که است شده انتخاب داده ها نرمال سازی برای z-score

Z − score = x−mean(x)
standarddeviation(x)

(۱)

در که می باشد آشفتگی† ماتریس از استفاده ماشین، یادگیری الگوریتم های قدرت سنجش برای شده شناخته روش یک

را شده استفاده ماشین یادگیری الگوریتم عملکرد می توان آشفتگی ماتریس کمک به است. شده داده نمایش ۱ جدول

آشفتگی ماتریس :۱ جدول

Predictive class
Positive Negative

Actual class Positive TP FN
Negative FP TN

با است. شده استفاده منحنی§ زیر ناحیه و دقت‡ عملکرد ارزیابی معیار دو از پژوهش این در داد. قرار بررسی مورد

می شود. محاسبه (۲) معادله ی به صورت دقت آشفتگی، ماتریس به توجه

Accuracy =
TP + TN

TP + FN + FP + TN
(۲)

معیار یک تولید و معیارها ترکیب برای روش یک که است ¶ROⅭ سیستم، عملکرد مشخصه منحنی دیگر، معیار

(FP) هزینه ها و (TP) سودمندی ها مابین کردن سنگین و سبک برای مصور سازی اجازه منحنی این می باشد. ارزیابی

از طیفی بر دسته بند کارایی خلاصه سازی برای تکنیکی ROⅭ منحنی واقع در .(۲۰۱۰) همکاران و برلانگا می دهد را

داده وفق کارایی متریک یک AUC است. شده استاندارد درست مثبت و اشتباه مثبت خطای نرخ های بین مبادرات

بهتر میانگین در که مدلی ارزیابی برای را دسته بند کارایی از بفرد منحصر معیار یک و است ROC منحنی برای شده
*Under Sampling the Biggest Dataset
†Confusion Matrix
‡Accuracy
§Area Under Curve (AUC)
¶Receiver Operating Characteristic (ROC)



داده ها۸۲ متعادل سازی کمک به نفوذ تشخیص سیستم در ماشین یادگیری الگوریتم های برخی نتایج بهبود

می شود. محاسبه (۳) معادله با و (۲۰۱۸) نرخد ،(۲۰۱۹) همکاران و بورس می کند تولید است

AUC =
۱ + TP − FP

۲ (۳)

پشتیبان† بردار ماشین رگرسیون*، و طبقه بندی درخت مدل  پژوهش، این در شده اعمال ماشین یادگیری مدل های

روی مدل خطای که است این ماشین یادگیری مختلف مدل های در اهداف مهم ترین از یکی می  باشد. تصادفی‡ وجنگل

به دست واقعی خروجی با مدل خروجی مقدار اختلاف مربع از مدل خطای رسمی، غیر  به صورت باشد. کمینه داده ها

خواهد (۴) رابطه شکل به خطا دیگر، عبارت به باشد. کمینه جزئی خطاهای این مجموع که است این هدف می آید.

بود.

E =
t∑
i=۱

(omi − oai )۲ (۴)

حال می باشد. −iام داده واقعی خروجی oai و −iام داده  برای مدل خروجی omi داده ها، تعداد t ، رابطه این در که

و متعادل سازی روش های از آمده به دست داده های مجموعه تمامی و (نامتعادل) اصلی داده  مجموعه روی بر را مدل ها

می شوند. اعمال می باشد، KDDCup99 یافته ی بهبود گونه ی که NSL-KDD داده مجموعه روی بر همچنین

اساس بر که ۲ جدول در یادگیری، مدل های بر متعادل سازی روش های مقایسه ی و بررسی از آمده به دست نتایج

۳ و ۲ شکل به توجه با همچنین شده اند. داده قرار می باشد، منحنی تحت ناحیه معیار اساس بر که ۳ جدول و دقت

شده حاصل عملکرد افزایش و بهبود می توان می دهند، نمایش را AUC و دقت معیار با عملکرد نمودار ترتیب به که

نمود. بررسی اجمالی به صورت و نگاه یک در را

(Aⅽⅽuraⅽy) دقت معیار با روش ها مقایسه :۲ جدول

ⅭART SVⅯ Ranⅾoⅿ Forest
Originaⅼ Ⅾate ۹۲٫۷۳ ۹۲٫۲۸ ۹۲٫۸۹
SⅯOTE ۹۳٫۲۵ ۹۱٫۷۵ ۹۲٫۷۲
Over Saⅿpⅼe ۹۳٫۲۸ ۹۰٫۲۱ ۹۲٫۸۸
Near Ⅿiss ۹۲٫۴۴ ۷۸٫۴۵ ۹۲٫۲۷
Unⅾer Saⅿpⅼe ۹۲٫۷۷ ۸۸٫۳۹ ۹۲٫۶۲
Ⅽⅼass Weight ۹۲٫۸۹ ۹۲٫۲۸ ۹۲٫۸۹
Threshoⅼⅾ ۹۲٫۹۶ ۹۲٫۲۸ ۹۲٫۸۹
SⅯOTEENN ۹۳٫۱۳ ۹۰٫۴۸ ۹۲٫۸۱
NSⅬ Ⅾata ۹۲٫۵۹ ۹۱٫۹۳ ۹۱٫۹۳

نتیجه گیری و بحث

شبکه، امنیت و نفوذ تشخیص سیستم در آن استفاده و KDDCup99 داده مجموعه اهمیت به توجه با مقاله این در

ماشین یادگیری مدل های در را آن عملکرد بتوان و کرده بهینه متعادل  سازی، با را داده مجموعه این که است شده سعی
*Classification And Regression Tree (CART)
†Support vector machine (SVM)
‡Random forest



احمدآبادی زارع پور جمال و فاضلی شاهزاده ابوالفضل سید ندوشن، قوه ۸۳اعظم

(AUⅭ) منحنی تحت ناحیه معیار با روش ها مقایسه :۳ جدول

ⅭART SVⅯ Ranⅾoⅿ Forest
Originaⅼ Ⅾate ۹۵٫۳۰ ۹۳٫۵۶ ۹۷٫۵۸
SⅯOTE ۹۵٫۵۵ ۹۲٫۹۴ ۹۷٫۶۶
Over Saⅿpⅼe ۹۵٫۵۸ ۹۲٫۸۴ ۹۸٫۵۸
Near Ⅿiss ۹۵٫۱۱ ۹۵٫۴۵ ۹۶٫۹۰
Unⅾer Saⅿpⅼe ۹۵٫۳۲ ۹۳٫۱۲ ۹۷٫۸۵
Ⅽⅼass Weight ۹۵٫۳۹ ۹۳٫۵۶ ۹۷٫۵۸
Threshoⅼⅾ ۹۵٫۴۴ ۹۳٫۵۶ ۹۷٫۵۸
SⅯOTEENN ۹۵٫۴۵ ۹۲٫۹۵ ۹۷٫۸۰
NSⅬ Ⅾata ۹۴٫۹۶ ۹۵٫۳۳ ۹۸٫۰۵

(Aⅽⅽuraⅽy) دقت معیار با عملکرد بررسی :۲ شکل

روی بر مدل ها عملکرد افزایش باعث داده متعادل سازی است؛ مشخص نمودارها و جداول از که همان طور داد. بهبود

دقت افزایش شاهد داده ها متعادل سازی با می باشد، دقت ارزیابی، معیار که ۲ جدول در است. شده داده مجموعه این

مجموعه  بررسی با همچنین داشته اند. را دقت بهترین CART مدل و over sample متعادل سازی روش که هستیم

گرفت نتیجه می توان است، برخوردار خوبی توزیع از و می باشد KDDCup99 یافته ی بهبود که NSL-KDD داده

۳ جدول در است. داشته  نیز داده مجموعه این به نسبت حتی بهتری عملکرد و دقت متعادل سازی، روش های که

همچنین و است شده داده مجموعه این عملکرد افزایش موجب متعادل سازی نیز می باشد AUC ارزیابی، معیار که

۱٫۰۱ افزایش که می باشد random forest مدل با over sample متعادل سازی روش معیار، این با عملکرد بهترین

over sample متعادل سازی با درصدی ۰٫۲۸ افزایش CART مدل در است. داشته اصلی داده به نسبت درصدی

داده از استفاده هستیم. شاهد را near miss متعادل سازی با درصدی ۱٫۸۹ افزایش با SVM مدل در همچنین و

مدل های کارایی کاهش موجب و شده اکثریت کلاس سمت به مدل سوگیری موجب نامتعادل حالت در KDDCup99

اعتبار افزایش موجب ،AUC و دقت معیار افزایش بر علاوه داده این متعادل سازی که حالی در می شود؛ طبقه بندی

متعادل  سازی روش KDDCup99 داده مجموعه برای گفت می توان کلی حالت در می شود. مدل سوگیری از مانع و

داده متعادل سازی، روش این با می توان و است بوده مناسب تر دیگر، متعادل سازی روش های به نسبت over sample



داده ها۸۴ متعادل سازی کمک به نفوذ تشخیص سیستم در ماشین یادگیری الگوریتم های برخی نتایج بهبود

(AUⅭ) منحنی زیر ناحیه ی معیار با عملکرد بررسی :۳ شکل

شد. آن عملکرد بهبود موجب و کرد بهینه را KDDCup99
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بعدی دو فضای یک در سهموی دیفرانسیل شمول های بهینه کنترل

محمودی محمود و گندمانی* واحدی زهرا

ایران. قم، قم، دانشگاه

شده داده اختصاص کراندار مکعبی ناحیه یک در ⅮFI سهموی دیفرانسیل شمول های بهینه سازی به مقاله این چکیده:

لازم شرایط موضعی، الحاقی نگاشت های کمک به و می شود تعریف سهموی شمول مسئله یک کار، این برای است.

شده اثبات هم ارزی قضیه یک از استفاده با سپس می شوند. اثبات سهموی گسسته شمول های بهینگی برای کافی و

می کنیم. ایجاد سهموی ⅮFI یک برای را بهینگی کافی شرایط خاص،

کافی. و لازم شرایط تقریب، گسسته سازی، سهموی، دیفرانسیل شمول های کلیدی: واژه های

مقدمه ۱

مقاله در است. شده حاصل بهینه کنترل مسائل مختلف زمینه های در زیادی پیشرفت های گذشته، دهه های طول در

ارائه مرزی شده کنترل سهموی PⅮE برای لیاپانوف کنترل ساده تابع های ساخت برای روش یک (۲۰۲۱ (کارافیلیس،

می باشد. گانه) سه یا دو (نه ساده انتگرال های فقط شامل که می دهد ارائه را عملکردهایی پیشنهادی، روش می دهد.

بهینگی کافی شرایط استخراج آن اصلی هدف که دارد اختصاص جالب و دشوار زمینه های از یکی به حاضر، مقاله

کنترل مسئله می آوریم. دست به را (۲۰۲۱ (محمودف، در نتایج مشابه اینجا در است. سهموی ⅮFI مسائل برای

در جالبی کاربردهای می تواند آمده دست به نتایج دارد. وجود مهندسی کاربردهای از بسیاری در جزئی ⅮFI بهینه

،(۲۰۰۹ همکاران، و (هینز کند پیدا ذرات انتشار و سیالات مکانیک گرما، هدایت در پزشکی، در صوتی تصویربرداری

انتشار سهموی، ⅮFI توسط شده تعریف انتشار مسئله یک از کلاسیک مثال یک .(۲۰۱۱ همکاران، و (استافورد

بارهای یا گرما شار و براونی حرکت انتشار، سهموی، ⅮFI برای کلی طور به است. جامد یک در گرما غیرایستا

می دهند. ارائه خوبی تفاسیر همگی الکتریکی

شمول های بهینه کنترل تئوری بهینه سازی، نظریه ریاضی روش های مطالعه به عمدتاً (۲۰۱۱ (محمودف، کتاب

حل برای جدید علمی جهت یک اینجا در دارد. اختصاص جزئی و معمولی جزئی مشتقات با دیفرانسیل و گسسته

است. شده ایجاد جزئی مشتقات با شمول های و بالا مرتبه دیفرانسیلی شمول های با مسائل
zahra.vahedii@yahoo.com مسئول: *نویسنده



محمودی محمود گندمانی، واحدی ۸۷زهرا

مسئله بیان ۲

می کنیم. بیان را مقدماتی مفاهیم و تعاریف ابتدا

باشد. R اقلیدسی فضای در v و u عناصر داخلی حاصل ضرب ⟨u, v⟩ کنید فرض

gphF = {(z, u, v) : v ∈ نمودار اگر است محدب F : Rn → Rn مقدار مجموعه نگاشت یک .۱ تعریف

یک u ∈ domF = {u : F (u) ̸= ∅} هر برای F (u) اگر است محدب F باشد، محدب R۳n در F (u)}

معرفی را argⅿaxiⅿuⅿ مجموعه نماد و همیلتونی تابع مقدار، مجموعه نگاشت یک برای باشد. محدب مجموعه

می کنیم:

HF (u, v
∗) = sup

v
{⟨v, v∗⟩ : v ∈ F (u)}, v∗ ∈ Rn,

FA(u; v
∗) = {v ∈ F (u) : ⟨v, v∗⟩ = HF (u, v

∗)}.

.F (u) = ∅ اگر ،HF (u, v
∗) = +∞ می کنیم فرض ،F محدب مقدار مجموعه نگاشت برای

مشخص KF (u, v) ≡ Kgph(u, v) توسط (u, v) ∈ gphF نقطه در مماس جهت های مخروط .۲ تعریف

می شود: تعریف زیر صورت به (u, v) ∈ gphF نقطه در F محدب مقدار مجموعه نگاشت برای و می شود

KgphF (u, v) = cone(gphF − (u, v))

= {(ū, v̄) : ū = γ(ũ− u), v̄ = γ(ṽ − v), γ > ۰, (ũ, ṽ) ∈ gphF}

می شود: تعریف زیر صورت به که F ∗ (.; (u, v)) : Rn ⇒ Rn مقدار مجموعه نگاشت که می کنیم یادآوری

F ∗ (v, (u, v)) = {u∗ : (u∗,−v) ∈ KF ∗ (u, v)}

که KF ∗ (u, v) ≡ K ∗gphF (u, v) که می شود نامیده (u, v) نقطه در F به (ⅬAⅯ) موضعی الحاقی نگاشت

نگاشت همیلتونی تابع برحسب ⅬAⅯ معادل تعریف از عمدتاً ادامه، در است. KF (u, v) مخروط دوگان، مخروط

می شود: نامیده (u, v) ∈ gphF :L نقطه در F غیرمحدب نگاشت که می کنیم استفاده A مقدار مجموعه

F ∗ (v∗; (u, v)) := {u∗ : HF (ũ, v
∗)−HF (u, v

∗) ≤ +⟨u∗, ũ− v⟩, ∀ũ ∈ Rn}, v ∈ FA(u; v∗)

بگیرید: نظر در را زیر (PⅮ) سهموی نوع از گسسته بهینه سازی مسئله ابتدا

(PD)min
∑

(x,y,t)∈L۰×R۰×T۰

g(ux,y,t, x, y, t) (۱)

ux+۱,y,t ∈ F (ux−۱,y,t, ux,y−۱,t, ux,y,t−۱, ux,y,t, x, y, t) (x, y, t) ∈ L۱ ×R۱ × T۱ (۲)
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ux۰,y,t = bx۰(y, t), uxf ,y,t = bxf (y, t) (۳)

ux,y۰,t = by۰(x, t), ux,yf ,t = byf (x, t), (x, y, t) ∈ L۱ ×R۱ × T۰ (۴)

(i = ۰,۱)Ti = و Ri = {۱, ..., R− i} ،Li = {۱, ..., L− i} هستند؛ ثابت طبیعی اعداد R و T و L که

مقدار مجموعه نگاشتی F (., x, y, t) : R۴n ⇒ Rn و g(., x, y, t) : Rn → Rl{+∞} و {۱, ..., T − i}
هستند. ثابتی بردارهای t و y و x هر برای byf (x, t) و by۰(x, t) ،bxf (y, t) ،bx۰(y, t) است،

و (۲) شمول رابطه در اگر (۴)−(۱)است مسئله برای موجه جواب یک {ux,y,t}(x,y,t)∈L۰×R۰×T۰ مجموعه

شمول یک برای {ũx,y,t}(x,y,t)∈L۰×R۰×T۰ یافتن از است عبارت مسئله کند. صدق (۳)−(۴) مرزی و اولیه شرایط

کند. مینیمم را (۱) که سهموی گسسته

مرتبه مشتقات تا که دارد اختصاص بعدی دو فضای در سهموی ⅮFI با محدب مسئله یک مطالعه ی به مقاله این

می شود: شامل را کراندار مکعبی دامنه یک در دوم

(PC)min J [u(., ., .)] =

∫∫∫
D

g(u(x, y, t), x, y, t)dx dy dt (۵)

∂u(x, y, t)

∂t
− α

(
∂۲u(x, y, t)

∂x۲ +
∂۲u(x, y, t)

∂y۲

)
∈ F (u(x, y, t), x, y, t), (x, y, t) ∈ D,

(۶)

ux۰,y,t = bx۰(y, t), uxf ,y,t = bxf (y, t) (۷)

ux,y۰,t = by۰(x, t), ux,yf ,t = byf (x, t) (۸)

D = [۰, L]× [۰, R]× [۰, T ] (۹)

مسئله می باشد. محدب تابعی g(., x, y, t) است، محدب مقدار مجموعه نگاشت F (., x, y, t) : R۴n ⇒ R که

کند. کمینه را (۵) که است (PⅭ) مرزی مقدار مسئله برای ũ(x, y, t) یافتن شامل

تابعی g(., x, y, t) و باشد محدب مقدار مجموعه نگاشت یک F (., x, y, t) : R۴n ⇒ Rn کنید فرض .۱ قضیه

سهموی گسسته شمول های با بهینه سازی مسئله در {ũx,y,t}(x,y,t)∈L۰×R۰×T۰ بهینه جواب برای آن گاه باشد. محدب

که طوری به باشد داشته وجود {ψ∗
x,y,t, ξ

∗
x,y,t, u

∗
x,y,t} بردار سه و λ = ۰ یا ۱ که است لازم (PⅮ)،

(۱)(ψ∗
x,y,t, ξ

∗
x,y,t, u

∗
x−۱,y,t) ∈ F ∗ (u∗x,y,t; (ũx−۱,y,t, ũx,y,t−۱, ũx,y,t, ũx+۱,y,t), x, y, t) + {۰} × {۰}

× {ψ∗
x+۱,y,t + ξ∗x,y,t+۱ − λ∂g(ũx,y,t, x, y, t)}, (x, y, t) ∈ L۱ ×R۱ × T۱

(۲)ξ∗x,y,T = ۰, x = ۱, ..., L− ۱; ψ∗
۰,y,t = ۰, u∗L,y,t = ۰, t = ۱, ..., T, y = ۱, ..., R

است. کافی {ũx,y,t}(x,y,t)∈L۰×R۰×T۰ بهینگی برای شرایط این و λ = ۱ غیرتباهیدگی، شرط تحت بعلاوه
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سهموی گسسته تقریب مسئله برای بهینگی شرایط ۳

برای تفاضل مشتقات از میانی، مرحله یک عنوان به (PⅭ)، مسئله برای بهینگی شرایط آوردن بدست برای اینجا در

می کنیم. فرموله آن برای کافی و لازم شرط یک (۱) قضیه از استفاده با و می کنیم استفاده (PⅭ) مسئله تقریب

می آوریم: دست به را زیر لاگرانژ اویلر الحاقی شمول درنهایت

−∆−u
∗(x, y, t+ h)− A۱u

∗(x, y, t)

∈ F ∗ (u∗(x, y, t); (ũ(x, y, t),∆−ũ(x, y, t)− A۱ũ(x, y, t)), x, y, t)

− λ∂g(ũ(x, y, t), x, y, t),

x = δ, ..., L− δ; t = h, ..., T − h, (۱۰)

که

u∗(x, y, T ) = ۰, u∗(۰, y, t) = ۰, u∗(L, y, t) = ۰. (۱۱)

می کنیم. بیان را حاصل نتیجه حال

باشد. محدب تابع یک g(., x, y, t) و باشد محدب مقدار مجموعه نگاشت یک F (., x, y, t) کنید فرض .۲ قضیه

لازم (PⅮA) گسسته تقریب مسئله در {ũ(x, y, t), (x, y, t) ∈ N × N × R} جواب بودن بهینه برای آن گاه

وجود نیستند، صفر همگی که {u∗(x, y, t), (x, y, t) ∈ N × N × R} بردارهای و λ ∈ {۰,۱} که است

بهینگی برای (۱۱) و (۱۰) غیرتباهیدگی شرط های علاوه به کنند. صدق (۱۱) و (۱۰) در که طوری به باشند داشته

هستند. کافی {ũ(x, y, t), (x, y, t) ∈ N× N×R}

نتیجه گیری و بحث

سادگی برای است. شده فرمول بندی گسسته سازی روش یک و ⅬAⅯ براساس سهموی ⅮFI برای بهینگی شرایط

لاگرانژ اویلر شمول های بهینگی شرایط ایجاد برای اصلی ابزارهای می گیرد. نظر در را محدب مسائل عمدتاً مقاله ارائه،

مسائل سهموی، ⅮFI و سهموی گسسته شمول های به مربوط مسائل مشخصه هم ارزی قضایای مورد این در هستند.

دارند. اساسی نقش PⅭ و PⅮA
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Abstract: In this paper optimization of parabolic differential inclusions (DFIs) in a bounded

cubic region is devoted. For this purpose, a problem with a parabolic discrete inclusion is

defined, which is themain inevitable auxiliary problem. Then, using themethod of discretiza-
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پذیر تطبیق کسری اشتورم‑لیوویل مسائل از ای رده حل برای آدومیان تجزیه گسترش

اصل* مرتضی حمید

ایران. شبستر، اسلامی، آزاد دانشگاه شبستر، واحد کامپیوتر، علوم و ریاضیات گروه

می نظر در را بوده، پذیر تطبیق کسری مشتقات شامل که کسری، لیوویل − اشتورم مسائل مقاله، این در چکیده:

. زد خواهیم تقریب را ویژه توابع و مقادیر کسری مسائل از ای رده روی بر آدومیان تجزیه روش گسترش با گیریم.

و پذیر تطبیق کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات سازگاری و کارایی دهنده نشان نمودارها و جداول در ارائه نتایج

هست. معمولی دیفرانسیل معادلات

ویژه، مقادیر و توابع کسری، لیوویل – اشتورم های عملگر پذیر، تطبیق کسری انتگرال و مشتق کلیدی: واژه های

آدومیان. تجزیه روش

.34L10 ،34B24 ،26A33 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

معمولی مشتقات خواص اکثر که کردند، ارائه موضعی کسری مشتق از جدید تعریف (۲۰۱۴) همکاران و خلیل اخیراً،

معایب سری یک دارای اولیه تعریف البته است. معروف † پذیر تطبیق کسری مشتق به تعریف این کند. می برآورده را

کنید فرض مقاله، این در است. یافته بهبود (۲۰۲۰) العجو احمد توسط آنها از بسیاری خوشبختانه که هست هم

کنیم می تعریف زیر پذیر تطبیق کسری های عملگر ،۰ < α, β ≤ ۱

L۱
α,β := Dαa

[
p(x)Dβa

]
+ q(x), L۲

α,β := βDb
[
p(x)Dαa

]
+ q(x),

L۳
α,β := Dαa

[
p(x)βDb

]
+ q(x), L۴

α,β := αDb
[
p(x)βDb

]
+ q(x), (۱)

فرم به ویژه مقدار مسائل از ای رده حال،

Liα,βy(x)− λw(x)y(x) = ۰, i = ۱, · · · ,۴ x ∈ [a, b], (۲)

h_mortazaasl@yahoo.com مسئول: *نویسنده
†Conformable fractional derivative
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و بوده β و α مرتبه از راست چپ، پذیر تطبیق کسری مشتق ترتیب، به βDb و Dαa که گیریم، می نظر در را

در q و p ،w توابع همچنین باشد. می پتانسیل تابع q(x) و نامنفی وزن تابع w(x) و p(x) ̸= ۰ ،∀x ∈ [a, b]

برقرارند: زیر (۴) یا (۳) مرزی شرایط از یکی Liα,β به توجه با و اند، پیوسته مقدار حقیقی [a, b] بازه

c۱y(a) + c۲Dγay(a) = ۰, d۱y(b) + d۲Dγay(b) = ۰, (۳)

c۱y(a) + cγ۲Dby(a) = ۰, d۱y(b) + d۲
γDby(b) = ۰, (۴)

اینصورت: در ،m ∈ N ،α ∈ (m− ۱,m] کنید فرض .d۲
۱ + d۲

۲ ̸= ۰ و c۲
۱ + c۲

۲ ̸= ۰ با γ = α, β برای

است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R از شده شروع f : [s,∞)→ R تابع چپ پذیر تطبیق کسری مشتق .۱ تعریف

از

T αs f(t) = lim
ϵ→۰

f (m−۱) (t+ ϵ(t− s)m−α)− f (m−۱)(t)

ϵ
, t > s,

باشد. پذیر مشتق t > s در f(t) تابع ‑بار (m − ۱) و حد وجود شرط به T αs f(s) = limt→s+ T
α
s f(t) و

از است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R به شده ختم f : (−∞, s]→ R تابع پذیرراست تطبیق کسری مشتق همچنین،

αTsf(t) = (−۱)m lim
ϵ→۰

f (m−۱) (t+ ϵ(s− t)m−α)− f (m−۱)(t)

ϵ
, t < s,

باشد. پذیر مشتق t < s در f(t) تابع ‑بار (m− ۱) و حد وجود شرط به αTsf(s) = limt→s−
αTsf(t) و

است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R از شده شروع f : [s,∞)→ R تابع چپ پذیر تطبیق کسری انتگرال .۲ تعریف

از

Iαs f(t) =
۱

(m− ۱)!

∫ t

s

(t− x)m−۱f(x)dα(x, s), dα(x, s) = (x− s)α−mdx, t > s.

از است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R به شده ختم f : (−∞, s]→ R تابع راست پذیر تطبیق کسری انتگرال

αIsf(t) =
۱

(m− ۱)!

∫ s

t

(x− t)m−۱f(x)αd(s, x), αd(s, x) = (s− x)α−mdx, t < s.

آنگاه باشد، پذیر دیفرانسیل ‑بار (m− ۱) ،f : [s,∞)→ R تابع کنید فرض .۱ قضیه

Iαs T
α
s f(t) = f(t)−

m−۱∑
k=۰

f (k)(s)

k!
(t− s)k, T αs I

α
s f(t) = f(t), ∀t, t > s.
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آنگاه باشد، پذیر دیفرانسیل ‑بار (m− ۱) ،f : (−∞, s]→ R تابع کنید فرض .۲ قضیه

αIs
αTsf(t) = f(t)−

m−۱∑
k=۰

(−۱)k f
(k)(s)

k!
(s− t)k, αTs

αIsf(t) = f(t), ∀t, t < s.

تجزیه روش نام به کارآمد عددی تکنیک یک اساس بر (۲) معادلات دسته حل برای استفاده مورد حل روش

مثال عنوان به است، شده استفاده دیفرانسیل معادله نوع چندین حل منظور به نویسندگان از بسیاری توسط که آدومیان

ببینید. را (۲۰۲۰) ارکان (۲۰۰۹)؛ المدالا مراجع

آدومیان تجزیه روش تحلیل و تجزیه ۲

ها عملگر سایر دهیم، می ارائه را مرزی مقدار دو با L۱
α,β عملگر حل برای الگوریتم از مختصری بحث بخش، این در

کنیم می بازنویسی زیر صورت به را (۲) توسط شده ارائه ویژه مقدار مسئله دارند. مشابهی اثبات

Φy(x) = Λ, (۵)

خطی عملگر یک Λ = Λ(λ, x, y, w,Dβa ) و است معکوس عملگر یک عنوان به Φ = Φ(x,Dαa ,Dβa ) آن در که

معکوس گردد. می انتخاب Φ(x,Dαa ,Dβa ) = Dαa pDβa فرم به Φ عملگر وضوح، به است. عبارات سایر شامل

شکل به را Φ عملگر

Φ−۱ =

∫ x

a

۱
p(t)

Iαa (·)dβ(t, a),

داریم (۵) معادله چپ سمت در Φ−۱ اعمال و ،۱ قضیه گیری بکار با کرده، معرفی

(Φ−۱Φ)(y(x)) = y(x)− y(a)− p(a)Dβay(a)
∫ x

a

۱
p(t)

dβ(x, a),

شد خواهد نتیجه (۵) معادله از بنابراین، باشند. معلوم باید Dβay(a) و y(a) اولیه شرایط آن در که

y(x) = y(a) + p(a)Dβay(a)
∫ x

a

۱
p(t)

dβ(x, a) +

∫ x

a

۱
p(t)

IαaΛ(λ, x, y, w,Dβa )dβ(x, a). (۶)

شکل به نامتناهی سری یک با توان می را y(x) جواب که کنیم می فرض آدومیان، تجزیه روش در

y(x) =
∞∑
n=۰

yn(x),
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An درآن که دهیم، می نشان Λ =
∑∞

n=۰An, ایها چندجمله از نامتناهی سری یک با را Λ عبارت و داد، نمایش

و اند آدومیان ایهای جمله چند

An =
۱
n!

dn

dµn

[
Λ

(
∞∑
i=۰

µiyi

)]
µ=۰

.

داریم Λ و (۶) از

∞∑
n=۰

yn(x) = y(a) + p(a)Dβay(a)
∫ x

a

۱
p(t)

dβ(x, a) +
∞∑
n=۰

Φ−۱An(x). (۷)

کنیم معرفی (۷) معادله از را زیر بازگشتی روابط پس، است. شده استفاده بالا در Φ−۱ عملگر بودن خطی ویژگی

y۰(x) = y(a) + p(a)Dβay(a)
∫ x

a

۱
p(t)

dβ(x, a), yn+۱(x) = Φ−۱An(x), n > ۰, (۸)

شود. می نتیجه مستقیماً (y(x) (سری جواب، سری An(x) =
(
λw(x)− q(x)

)
yn(x) آن در که

عددی نتایج ۳

می حل شد، داده توضیح بالا در که روشی از استفاده با منظم پذیر تطبیق کسری ویژه مقدار دو مسئله بخش، این در

شوند.

مرزی شرایط با Dα۰Dα۰y(x) + λy(x) = ۰, x ∈ (۰, π) منظم پذیر تطبیق کسری ویژه مقدار مسئله .۱ مثال

نوشت. Φy(x) = −λy(x) فرم به عملگر با توان می را معادله بگیرید، نظر در را Dα۰y(۰) = Dα۰y(π) = ۰
داشت: خواهیم x = ۰ در اولیه شرایط از استفاده و Φ−۱ اعمال با

y(x) = y(۰)− λ
∫ x

۰
Iα۰ y(t)dα(x,۰) = A− λ

∫ x

۰

∫ t

۰
y(s)(ts)α−۱dsdt, A = y(۰),

،y۱(x) = −
λ

۲α۲Ax
۲α ،y۰(x) = A از: عبارتند دنباله جملات قبل بخش تحلیل و آدومیان تجزیه سری اعمال با

.y(x) = A cos
(√λxα

α

)
داریم y(x)سری برای تیلور سری به بنا پس، .... ، yn(x) =

(−۱)nλn
(۲n)!α۲nAx

۲nα ،...

هستند. منطبق ∆(λ) = Dα۰y(π) = ۰ مشخصه تابع صفرهای با و ساده حقیقی، مسئله {λn}n≥۱ ویژه مقادیر

.yn(x) = cos
( nxα
πα−۱

)
،
√
λn =

αn

πα−۱ از عبارتند n = ۱,۲, . . . برای ویژه توابع و مقادیر از ای دنباله

مرزی شرایط با D۱/۲
۰ y′(x) + λy(x) = ۰, x ∈ (۰,۱) منظم پذیر تطبیق کسری ویژه مقدار مسئله .۲ مثال

اعمال با نوشت. Φy(x) = −λy(x) فرم به عملگر با توان می را معادله بگیرید، نظر در را y′(۰) = y(۱) = ۰
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داشت: خواهیم x = ۰ در اولیه شرایط از استفاده و Φ−۱

y(x) = y(۰)− λ
∫ x

۰
I۱/۲

۰ y(t)d۱(x,۰) = A− λ
∫ x

۰

∫ t

۰
y(s)s−۱/۲dsdt, A = y(۰),

،y۲(x) =
۲
۹Aλ

۲x۳ ،y۱(x) = −۴
۳Aλx

۳/۲ ،y۰(x) = A از: عبارتند دنباله جملات قبلی فرآیند مشابه

تقریب این آخر. الی و ،y۲۶(x) = ۱٫۰۱۱۹۳۹۶۵ × ۱۰−۶۱Aλ۲۶x۳۹ ، ... ،y۳(x) = −
۸

۵۶۷Aλ
۳x۹/۲

با {λn}n≥۱ ویژه مقادیر دهد. می بدست y(x) ∼= y(x) =
∑۲۶

n=۰ ỹn(x) توسط سری صورت به را y(x)

۱ جدول در λ۳,i و λ۲,i ،λ۱,i اول ویژه مقدار سه هستند. منطبق ∆(λ) = y(۱) = ۰ مشخصه تابع صفرهای

است. شده داده نشان ۱ شکل در بالا ویژه مقادیر با متناظر ویژه توابع است. شده ارائه

اول ویژه مقدار سه های تقریب :۱ جدول

λ۳,i λ۲,i λ۱,i i
۵۱۱۴۰۶۵۳۶۲۹۲ .۳۲ ۰۳۴۶۲۳۴۳۶۱۶۸ .۱۱ ۸۶۹۱۵۴۷۵۱۹۹۸ .۰ ۱۰
۳۱۴۶۰۶۵۱۶۶۱۰ .۳۲ ۰۳۴۶۲۴۳۶۲۴۱۳ .۱۱ ۸۶۹۱۵۴۷۵۱۹۹۸ .۰ ۱۵
۳۱۶۷۲۴۰۳۶۲۲۹ .۳۲ ۰۳۴۶۲۴۳۶۲۴۱۲ .۱۱ ۸۶۹۱۵۴۷۵۱۹۹۸ .۰ ۲۶
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اول ویژه مقدار سه با متناظر ویژه توابع تقریبی های منحنی :۱ شکل

نتیجه گیری و بحث

نتایج بررسی با کرده ایم. پیشنهاد را پذیر تطبیق کسری لیوویل − اشتورم مسائل از ای رده عددی حل مقاله، این در

آورد. بدست را خوبی نتایج و بوده کارآمد بسیار ویژه توابع و مقادیر محاسبه برای آدومیان تجزیه روش عددی
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Abstract: The numerical approximation of the eigenvalues and the eigenfunctions of a class

of Sturm-Liouville problems, which include conformable fractional derivatives, is consid-

ered. The results show the simplicity and efficiency of the the Adomian’s decomposition

method. Also, the present results are demonstrated by the tables and the graphs for different

values of considered problem.
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Mathematics Subject Classification (2010): 26A33, 34B24, 34L10.



جوشکار ربات معکوس و مستقیم سینماتیک مسئله حل

صفا علیرضا و منوچهری* نیکی

ایران. گلستان، دانشگاه برق مهندسی گروه

مسئله ی است. آزادی درجه شش دارای که می باشد اسپات جوشکار ربات مقاله این در موردبررسی ربات چکیده:

در است. حرکت تولیدکننده ی گشتاورهای و نیروها گرفتن نظر در بدون مکانیکی بازوی حرکت توصیف سینماتیک

مفصلی متغیرهای داده شده ی مقادیر برای نهایی مجری دوران و موقعیت تعیین دنبال به ما مستقیم سینماتیک مسئله ی

با جوشکار ربات معکوس سینماتیک ادامه در و شده استخراج ربات مستقیم سینماتیک ابتدا مقاله این در هستیم.

می گیرد. قرار قیاس مورد رهیافت دو این عملکرد و می گردد محاسبه شب تاب کرم و ژنتیک الگوریتم دو کمک

کرم الگوریتم ژنتیک، الگوریتم معکوس، سینماتیک مستقیم، سینماتیک آزادی، درجه شش ربات کلیدی: واژه های

شب تاب.

مقدمه ۱

رباتیک، صنایع رشد اصلی دلیل و است پیداکرده افزایش صنعت در ربات ها از استفاده برای تقاضا اخیر، سال های در

عدم کار، دقت ربات ها، از استفاده دیگر جنبه ی می باشد. کارفرمایان و مشاغل صاحبان برای آن اقتصادی جنبه ی

در اولیه مواد ضایعات و هدررفت کامپیوتری، دقت دلیل به طوریکه به می باشد تولید سرعت بودن بالا و خستگی

در هم چنین می افتد. اتفاق مواد مصرف در صرفه جویی و شده کمتر انسانی کار نیروی به جای ربات از استفاده صورت

کار از ناشی احتمالی خطر را کارگران می تواند ربات از استفاده است، خطرناک عملیات که تولید بخش های از بعضی

پزشکی، ربات های صنعتی، ربات های کنیم: دسته بندی کاریشان حوزه ی اساس بر می توانیم را ربات ها نماید. حفظ

تعداد اندازه، اساس بر جوشکار ربات های خدماتی. و اجتماعی ربات های و کشاورزی ربات های نظامی، ربات های

چراکه است فرسا طاقت و خطرناک امری انسان توسط جوشکاری می شوند. دسته بندی ترابری ظرفیت و محورها

جوشکاری از ناشی جرقه های و شدید گرمای همچنین و می باشند سمی بسیار جوشکاری دود در موجود مواد از بسیاری

قوس از حاصل ماوراءبنفش نامرئی نور به می توان جوشکاری خطرات دیگر از شود. سوختگی باعث است ممکن

n.manouchehri400@stu.gu.ac.ir مسئول: *نویسنده



صفا علیرضا و منوچهری ۱۰۱نیکی

توجیه قابل جوشکار ربات از استفاده تفاسیر این با کرد؛ اشاره شنوایی سیستم به آسیب زننده سروصدای و الکتریکی

است. ضروری و

تحقیق پیشینه و تئوری ۲

استخراج برای .(۲۰۱۱ ، همکاران و (وانگ است داده شده نمایش ۱ شکل در مطالعه مورد ربات از شمایی

مطالعه مورد ربات از کلی نمای :۱ شکل

برای رایج بسیار قرارداد یک که می شود عمل (Ⅾ−H) دیناویت‑هارتنبرگ قرارداد طبق ربات مستقیم سینماتیک

ماتریس هر قرارداد این اساس بر .(۲۰۲۰ ، همکاران و (اسپانگ است رباتیک در مرجع چارچوب های انتخاب

یعنی: می شود؛ بیان اصلی تبدیل چهار حاصل ضرب به صورت Ai همگن تبدیل

Ai = Rotz.θi .T ransz.di .T ransx.ai .Rotx.αi
(۱)

Ti =


ⅽθi −sθiⅽαi sθiⅽαi ai.ⅽθi
sθi ⅽθiⅽαi −ⅽθisαi aisθi
۰ sαi ⅽαi di
۰ ۰ ۰ ۱

 (۲)

که جایی است؛ مفصل زاویه ی θi و لینک آفست di لینک، پیچش αi لینک، طول ai ؛ (۲) و (۱) رابطه در که

به صورت ربات این برای Ⅾ−H پارامترهای جدول هستند. i مفصل و i رابط با متناظر پارامترهای θi و di ،αi ،ai
می آید: بدست

d۴ = و a۳ = ۰٫۲ (m) ،a۲ = ۱٫۲ (m) ،a۱ = ۰٫۴ (m) صورت به پارامترها موردمطالعه ربات برای

نهایی مجری موقعیت Ⅾ−H قوانین از استفاده با همچنین و (۱) جدول کمک به اند شده گرفته نظر در ۰٫۹۷ (m)

می گردد: محاسبه صورت این به ربات

xEE = a۱cθ۱ + d۴sα۴cθ۳cθ۱sθ۲ + cα۱cθ۲sθ۱ + sα۳sθ۳cθ۱cθ۲ − cα۱sθ۱sθ۲ (۳)



جوشکار۱۰۲ ربات معکوس و مستقیم سینماتیک مسئله حل

جوشکار ربات پارامترهای :۱ جدول

αi−۱ ai−۱ di θi مفصل
−π/۲ a۱ ۰ θ۱ ۱

۰ a۲ ۰ θ۲ ۲
−π/۲ a۳ ۰ θ۳ ۳
−π/۲ ۰ d۴ θ۴ ۴
−π/۲ ۰ ۰ θ۵ ۵

۰ ۰ ۰ θ۶ ۶

+ cα۳sα۱sθ۱ − a۳sθ۳cθ۱sθ۲ + cα۱cθ۲sθ۱ + a۲cθ۱cθ۲ + a۳cθ۳cθ۱cθ۲

− cα۱sθ۱sθ۲ − a۲cα۱sθ۱sθ۲,

yEE = a۱sθ۱ + d۴sα۴cθ۳sθ۱sθ۲ − cα۱cθ۱cθ۲ + sα۳sθ۳cθ۲sθ۱ + cα۱cθ۱sθ۲

− cα۳sα۱cθ۱ − a۳sθ۳sθ۱sθ۲ − cα۱cθ۱cθ۲ + a۲cθ۲sθ۱ + a۳cθ۳cθ۲sθ۱

+ cα۱cθ۱sθ۲ + a۲cα۱cθ۱sθ۲,

zEE = d۴cα۱cα۳ + a۲sα۱sθ۲ + a۳sα۱cθ۲sθ۳ + a۳sα۱cθ۳sθ۲ − d۴sα۱sα۳cθ۲cθ۳

+ d۴sα۱sα۳sθ۲sθ۳

cθi = cos(θi) و sθi = sin(θi) ربات، نهایی مجری موقعیت های zEE و yEE ،xEE از منظور فوق روابط در

است.

می دهد: نشان را جوشکار ربات کاری فضای ۲ شکل
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جوشکار ربات کاری فضای :۲ شکل

معکوس، سینماتیک مسئله ی در ولی هستیم نهایی مجری موقعیت یافتن پی در ما مستقیم سینماتیک مسئله ی در

سینماتیک مسئله ی کلی حالت در شوند. محاسبه مفصلی متغیرهای باید و بوده دسترس در نهایی مجری موقعیت

سینوسی عبارت های شامل غیرخطی معادله ی ۱۲ شامل چون است مستقیم سینماتیک مسئله ی از پیچیده تر معکوس

موجود معکوس سینماتیک مسئله ی حل برای روش چهار است. مشکل صریح به صورت آن حل و می باشد کسینوسی و

حل برای موجود رهیافت های کلی حالت در (۲۰۱۹ ، همکاران و (کلاگ و (۲۰۲۰ ، همکاران و (اسپانگ است

روش های (۳ ابتکاری، روش های (۲ تحلیلی، روش (۱ دسته ی: چهار به سریال ربات معکوس سینماتیک مسئله ی

کرم ژنتیک، الگوریتم مثل ابتکاری فرا و ابتکاری الگوریتم های بر مبتنی روش های (۴ و گرادیان بر مبتنی محاسباتی

ندیمی شهرکی ۲۰۱۹؛ ، اشتوتزل و (دوریگو می شوند تقسیم بندی ... و مورچگان کلونی و خاکستری گرگ شب تاب،



صفا علیرضا و منوچهری ۱۰۳نیکی

مقاله، این در .(۲۰۱۹ ، میرجلیلی ۲۰۱۱؛ ، همکاران و گندومی ۲۰۱۳؛ ، هی و یانگ ۲۰۲۱؛ ، همکاران و

مقایسه مورد و حل شده شب تاب کرم و ژنتیک الگوریتم دو کمک به معکوس سینماتیک مسئله ی جوشکار ربات برای

می شود. پرداخته شب تاب کرم الگوریتم سپس و ژنتیک الگوریتم به مرور ابتدا در که است قرارگرفته

معکوس سینماتیک مسئله ی حل برای تکاملی الگوریتم های از گرفتن بهره نحوه ی ۱ .۲

می شود. محاسبه را مستقیم سینماتیک Ⅾ−H قوانین از استفاده با ابتدا

شود. داده ما برای نهایی مجری موقعیت باید به عبارت دیگر یا کنیم؛ تعیین را مطلوب موقعیت باید ادامه در

گردد: کمینه زیر هزینه ی تابع که می کنیم تعیین قسمی به را ربات پارامترهای مذکور الگوریتم های از استفاده با

Ⅽost =
√

(xg − xEE)۲ + (yg − yEE)۲ + (zg − zEE)۲ (۴)

است. الگوریتم ها از به دست آمده موقعیت های zg و yg ،xg از منظور اینجا در

نتیجه گیری و بحث

جمعیت های ازای به شد. انتخاب ربات کاری فضای از نهایی مجری موقعیت برای (۰٫۸,۰٫۸,۰٫۸) مختصات با نقطه

کرم و ژنتیک الگوریتم های خطای هم چنین و معکوس سینماتیک مسئله ی حل برای موردنیاز زمان هزینه، متفاوت

نهایی مجری موقعیت های خطای ez و ey ،ex از منظور است. داده شده نمایش ۲ جدول در که محاسبه شده شب تاب

مدت زمان اما نمی شود مشاهده الگوریتم دو هزینه ی و خطاها بین معناداری تفاوت می شود مشاهده که همان طور است.

که است ژنتیک الگوریتم از کمتر به طورقابل ملاحظه ای شب تاب کرم الگوریتم توسط محاسبات انجام برای موردنیاز

باشد. معکوس سینماتیک مسئله حل برای مناسب الگوریتم شب تاب کرم الگوریتم تا می شود باعث امر همین
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شب تاب کرم و ژنتیک الگوریتم از به دست آمده پارامترهای مقایسه ی :۲ جدول

زمان (s) هزینه ez ey ex الگوریتم  جمعیت
۱۰٫۰۳۵ ۱٫۵۵۸e− ۹ ۸٫۰۳۰e− ۶ ۲٫۵۰۶e− ۵ −۲٫۹۴۲e− ۵ ژنتیک ۵۰۳٫۵۰۲ ۳٫۲۶۸e− ۱۱ ۴٫۷۲۲e− ۶ ۲٫۶۸۷e− ۶ ۱٫۷۷۸e− ۶ شب تاب کرم
۹٫۷۳۲ ۱٫۱۱۶e− ۱۲ ۵٫۷۸۲e− ۷ −۸٫۷۹۷e− ۷ ۹٫۰۶۲e− ۸ ژنتیک ۶۰۵٫۰۷۷ ۶٫۵۵۵e− ۱۲ ۱٫۳۸۰e− ۶ ۱٫۴۶۰e− ۶ ۱٫۴۶۰e− ۶ شب تاب کرم
۹٫۵۳۷ ۲٫۳۶۷e− ۱۲ ۱٫۴۵۳e− ۶ −۴٫۵۰۰e− ۷ ۲٫۳۰۸e− ۷ ژنتیک ۷۰۶٫۹۵۰ ۶٫۲۶۸e− ۱۱ −۷٫۰۲۳e− ۶ −۱٫۲۷۳e− ۶ −۳٫۴۲۵e− ۶ شب تاب کرم
۹٫۹۴۸ ۶٫۷۹۰e− ۱۲ −۱٫۷۲۷e− ۶ −۱٫۶۱۸e− ۶ −۱٫۰۸۸e− ۶ ژنتیک ۸۰۸٫۹۷۶ ۱٫۳۵۷e− ۱۱ ۱۶٫۲۲۰e− ۶ ۱٫۱۵۶e− ۶ −۳٫۴۴e− ۶ شب تاب کرم
۹٫۹۲۷ ۸٫۲۳۳e− ۹ −۸٫۳۵۴e− ۶ ۳٫۱۲۴e− ۵ −۸٫۴۷۷e− ۵ ژنتیک ۹۰۹٫۲۹۰ ۱٫۶۰۷e− ۱۱ −۲٫۶۷e− ۶ −۱٫۳۶۲e− ۶ −۲٫۶۵۴e− ۶ شب تاب کرم
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Solving the problem of forward and inverse kinematics of the Spot
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Abstract: The robot examined in this article is a Spot Welding Robot that has six degrees of

freedom. The kinematics problem describes the motion of a mechanical arm without consid-

ering the forces and torques that produce the motion. In forward kinematics problem we seek

to determine the position and rotation of the end effector for given values of joint variables.

In this article, first the forward kinematics of the robot is extracted and then the inverse kine-

matics of the welding robot is calculated with the help of genetic-hybrid, firefly, gray wolf,

cultural, particle swarm and ant colony algorithms, and the performance of these approaches

is compared.

Keywords: 6DoFRobot, ForwardKinematics, InverseKinematics, Genetic Algorithm, Fire-

fly Algorithm.
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خوشه بندی بهبود جهت شعله‑پروانه و ذرات ازدحام بهینه سازی الگوریتم های به کارگیری

یزدی کاوه فاطمه و هرفته عباسی الهام فاضلی، شاهزاده سیدابوالفضل موسوی*، اسراء

یزد. دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کامپیوتر، علوم بخش

استفاده مورد اشیاءداده دسته بندی جهت مختلفی کاربردهای در گسترده به طور داده ها خوشه بندی روش های چکیده:

آورده دست به را مقبولیت از وسیعی طیف قبلا که است خوشه بندی برای روشی K‑میانگین الگوریتم می گیرد. قرار

به راحتی الگوریتم این دارد. بستگی خوشه بندی در شده انتخاب اولیه مراکز به شدت به آن عملکرد حال، این با است.

که هستند تقریبی بهینه سازی الگوریتم های انواع از یکی فراابتکاری، الگوریتم های می افتد. به دام محلی بهینه راه حل در

الگوریتم دو از استفاده با است این بر سعی مقاله این در هستند. محلی بهینه نقاط از خروج جهت راهکارهایی دارای

نشان و نموده بهینه را K‑میانگین خوشه بندی از حاصل نتیجه شعله‑پروانه بهینه سازی و ذرات ازدحام بهینه سازی

می کند. عمل بهتر است شده استفاده شعله‑پروانه بهینه سازی الگوریتم از تنها که حالتی به نسبت الگوریتم این دهیم

ذرات، ازدحام بهینه سازی الگوریتم شعله‑پروانه، بهینه سازی الگوریتم فراابتکاری، الگوریتم های کلیدی: واژه های

خوشه بندی.

.68T20 ،78M50 ،91C20 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی كد

مقدمه ۱

ماشینی، یادگیری داده کاوی، مانند واقعی دنیای مختلف کاربردهای در گسترده به طور داده ها خوشه بندی روش های

اشیاء داده دسته بندی روش ها این هدف می شوند. اجرا چهره تشخیص و خوشه بندی الگو، تشخیص اطلاعات، بازیابی

خوشه ها دیگر در موجود داده های با و باشند یکدیگر مشابه امکان حد تا خوشه، یک در اشیاء داده که است گونه ای به

مسائل به رسیدگی برای محبوب الگوریتم های از یکی K‑میانگین .(۲۰۰۷) همکاران و گان باشند داشته تفاوت

الگوریتم های از مساله، این با مقابله برای است. خوشه ها مرکز اولیه مقداردهی در آن مشکل که است خوشه بندی

الگوریتم ها این است. خوشه بندی تکنیک برای جایگزینی عنوان به گسترده به طور که می شود استفاده ابتکاری خوشه بندی

این در باشد. نزدیک دقیق جواب به امکان حد تا که کنند پیدا را مقادیری می کنند سعی اما نمی یابند، را دقیق مقادیر

آن بر سعی خوشه) درون اشیاء داده و خوشه مرکز بین فاصله خوشه ای( درون  فواصل مجموع نمودن کمینه با دیدگاه،

نوین فراابتکاری الگوی یک شود. جلوگیری محلی بهینه در به دام افتادن از و شوند انتخاب خوشه مراکز بهترین تا است
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خوشه بندی۱۰۸ بهبود جهت شعله‑پروانه و ذرات ازدحام بهینه سازی الگوریتم های به کارگیری

شعله‑پروانه* بهینه سازی الگوریتم است، شعله به آنها علاقه مندی و پروانه ها رفتار اساس بر که طبیعت از گرفته الهام

.(۲۰۱۵) میرجلیلی دارد نام

در که است هوشمند بهینه سازی الگوریتم های مهم ترین از یکی ذرات† ازدحام بهینه سازی الگوریتم دیگر، الگوریتم

کندی و شدابراهات معرفی کندی و رهارت ابِ توسط ۱۹۹۵ سال در الگوریتم این می گیرد. جای ازدحامی هوش حوزه

الگوریتم های ترکیب از استفاده با را K‑میانگین خوشه بندی الگوریتم تا است براین سعی مقاله این در .(۱۹۹۵)

توضیح بهینه سازی جهت آنها از استفاده چگونگی و الگوریتم دو این معرفی به ادامه در دهیم. بهبود ،PSO و MFO

شد. خواهد داده

ذرات ازدحام بهینه سازی الگوریتم ۲

جست وجو فضای در و می شود گفته ذره آنها از کدام هر به که دارند، وجود موجودات از تعدادی PSO الگوریتم در

با سپس می کند. محاسبه است، گرفته قرار آن در که فضا از موقعیتی در را هدف تابع مقدار ذره هر هستند. پخش

چند یا یک اطلاعات همچنین و است بوده آن در قبلا که محلی بهترین و کنونی محل اطلاعات ترکیب از استفاده

مرحله یک جمعی، حرکت انجام از پس می کند. انتخاب حرکت برای را جهتی جمع، در موجود ذرات بهترین از ذره

کندی و ابراهات آید بدست نظر مورد جواب تا می شوند تکرار بار چندین مراحل این می رسد. پایان به الگوریتم از

.(۱۹۹۵)

شعله‑پروانه بهینه سازی الگوریتم ۳

پروانه ها جهت یابی روش الگوریتم، این بخش الهام می کند. شبیه سازی را شعله کنار در پروانه ها MFOرفتار الگوریتم

هنگامی می کند. پرواز ماه به توجه با ثابت زاویه یک حفظ با پروانه است. عرضی‡ جهت گیری به نام طبیعت در

در کشنده و بی فایده مارپیچی مسیر یک در می کنند، مشاهده را انسان توسط شده ساخته مصنوعی نور پروانه ها که

پروانه ها کاندید، جواب های که است این بر فرض ،MFO الگوریتم در می افتند. دام به مصنوعی چراغ های اطراف

می توانند خود موقعیتی بردارهای تغییر با پروانه ها بنابراین، هستند. فضا در پروانه ها موقعیت مسئله، متغیرهای و

شعله ها و پروانه ها الگوریتم این در است. شعله الگوریتم این در اصلی مؤلفه های از دیگر یکی کنند. پرواز فضا در

جستجوی عوامل پروانه ها است. تکرار هر در به روزرسانی شان و برخورد نحوه در آنها تفاوت هستند. جواب دو هر

که هستند پروانه ای موقعیت بهترین آتش شعله های که حالی در ، می کنند حرکت جستجو فضای در که هستند واقعی

بهتر، جواب کردن پیدا صورت در و می کند جستجو شعله یک اطراف در پروانه هر بنابراین، است. آمده بدست تاکنون

میرجلیلی نمی دهد دست از را خود جواب بهترین هرگز پروانه یک شیوه، این از استفاده با می کند. به روزرسانی را آن

.(۲۰۱۵)

*Moth-flame optimization algorithm (MFO)
†Particle swarm optimization (PSO)
‡Transverse orientation
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شعله‑پروانه و ذرات ازدحام بهینه سازی باالگوریتم های K‑میانگین خوشه بندی بهبود ۴

را خوشه ها بین فاصله و را کمینه خوشه ها درون فاصله که است خوشه ای مراکز مناسب ترین یافتن با خوشه بندی بهبود

مناسب و کرد استفاده خوشه بندی بهبود جهت بهینه سازی الگوریتم های از می توان ویژگی این به توجه با کند. بیشینه

MFO الگوریتم دو از ، K‑میانگین خوشه بندی بهبود جهت الگوریتم این در نمود. انتخاب را خوشه مراکز ترین

با PSO سپس و MFO الگوریتم ابتدا در که است صورت این به الگوریتم شد. استفاده همزمان به طور PSO و

عنوان به آن خروجی هدف، تابع مقدار گرفتن نظر در و آنها از حاصل نتایج بررسی با می یابد. ادامه قبلی نتایج بهترین

مراکز نهایی، خروجی برسد. پایان به تکرار تعداد تا می شود تکرار عمل این می شود. گرفته نظر در بعد مرحله ورودی

بود. خواهند تکرار اخرین از حاصل خوشه

خوشه بندی بهبود جهت MFO و PSO ترکیبی الگوریتم .۱ الگوریتم

شروع .۱

کنید. مقداردهی را ورودی پارامترهای .۲

بسازید. تصادفی صورت به را است، خوشه مرکز K با برابر که خوشه ها اولیه جمعیت .۳

دهید: انجام را زیر گام های نرسیده اید توقف معیار به که تازمانی .۴

آورید. بدست را خوشه ها مرکز و هدف تابع مقدار و کنید اجرا داده ها با را MFO الگوریتم (آ)

آورید. بدست را خوشه ها مرکز و هدف تابع مقدار و کنید اجرا بروزشده داده های با را PSO الگوریتم (ب)

کنید. تکرار را روند و بروز را مراکز الگوریتم دو هدف تابع مقدار به توجه با (ج)

پایان .۵

عددی آزمایشات ۵

MATLABپیاده سازی افزار نرم با الگوریتم این MFO−PSOمی پردازیم. الگوریتم پیاده سازی به بخش این در

در و گرفت قرار بررسی مورد نتایج و است PSO و MFO الگوریتم دو ترکیب صورت به آن کارآیی همچنین و شد

MFO − PSO الگوریتم از استفاده با همگرایی روند (ب) و (الف) ۱ شکل های است. شده داده نشان ۱ جدول

می دهد. نشان را بهینه جواب به رسیدن برای
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MFO − PSO الگوریتم هدف تابع مقدار :۱ جدول

داده MFO − PSO
Iris ۱۰۲٫۲۲۱

Football ۳۷۶٫۸۱۹

(ب) (الف)

Iris داده با الگوریتم (ب): Football داده با الگوریتم (الف): :۱ شکل

نتیجه گیری و بحث

انتظار توان می را بهتری نتایج یکدیگر، ضعف نقاط پوشش با ترکیبی روش های از الگوریتم ها، ترکیب از استفاده با

بهینه سازی ترکیبی الگوریتم توسط خوشه بندی بهینه سازی الگوریتم اجرای از حاصل نتایج بررسی به بخش این در داشت.

با نماید. رفع خوشه بندی در را MFO ضعف می تواند خوبی به PSO الگوریتم می پردازیم. MFO − PSO

و Iris داده مجموعه دو روی پیاده سازی این می یابیم. دست MFO با مقایسه در بهتری نتایج به شده ارائه روش

داده های روی بر و MFO− PSO الگوریتم با شده انجام آزمایش های از حاصل نتایج گرفت. صورت Football

بهبود به می توان پارامترها تنظیم با است. شده داده نشان آن نمونه دو ۱ شکل در که دهد می نشان را مطلب این فوق

یافت. دست نیز بهتری

مراجع

Singh, T., Saxena, N., Khurana, M., Singh, D., Abdalla, M., and Alshazly, H. (2021). Data

clustering using moth-flame optimization algorithm. Sensors, 12, 4086.

Mirjalili, S. (2015). Moth-flame optimization algorithm: A novel nature-inspired heuristic

paradigm. Knowledge-based systems, 89, 228-249.
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Subjects. 

The aim of the Seminar is to provide a forum for presentation and 
discussion of scientic works covering theories and methods in a wide 
range of areas: 

• Theoretical Control and Optimization, 
• Applied Control and Optimization, 
• Stochastic Control and its Application, 
• History and Philosophy of Control and Optimization, 
• Control and Optimization Education, 
• Airospace Engineering, 
• Financial Mathematics, 
• Control and Optimization in Other Sciences, 
• Other Areas of Control and Optimization, 
• Biology Mathematics. 

 

 

 

 

 

 



  



Preface 

The Annual Iranian Seminar on Control and Optimization has been held 

since 2016. The 5th national seminar on control and optimization (5nsco) 

was be held virtually at Yazd University in Yazd (one of the most 

beautiful and historical city of Iran) from Jan 25 until Jan 26, 2023. The 

Iranian Mathematical Society (IMS), ISC and Yazd University have 

jointly sponsored the 5nsco. This seminar is a national seminar and 

includes Keynote speakers, Invited speakers, Presentations of 

contributed research papers, and Poster presentations. It is our pleasure 

to publish some of completed extended abstract in this proceeding. 

 

I wish to express my sincere appreciation and gratitude to IMS, ISC, 

Yazd University and all whom during this time with their diligent efforts 

made the seminar possible. 

 

                                    Best regards 

                                     Ali Delavar Khalafi 

                                     Chair of 5th national seminar 

                                     on control and optimization 
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